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$1 参数 曲面 ， 局 部 理论 


在 本 书 中 ， 我 们 用 X= (xi，xy，…，xXe) 才 示 贡 维 欧 氏 
空间 E 中 的 一 个 点 ， 普 设 了 是 平面 (= 《ui，4;) 内 的 一 个 
区 域 。 这 里 ， 暂 时 把 E* 内 的 一 个 曲面 定义 为 u 平面 内 某 个 域 
D 到 E" 内 的 一 个 可 微 变换 x(u)。 以 后 ， 府 5 6 中 将 给 出 曲 
面 的 整体 定义 。 但 是 ， 在 那 以 前 “曲面 ”这 个 词 将 玫 示 上 述 
意义 。 

我 们 用 

M=(m;i); mi 
来 表示 映射 x(u) 的 雅 可 比 (Jacobian) 年 阵 。 介 是 ， 要 注意 
M 的 行 问 旺 是 


2x OX) 2Xn 
一 (一 ) 


oi aui ou 


一 1 一 ]1， 机 ny ] 一 1， 2 


两 个 回 最 VCvi， 机 Vu), W= (wi, 9 win) 的 内 积 用 
VW= SViw, 
k=1 
来 表示 ,而 有 骨 
r 7 N n 
VAW; VAWEEN， N=(?) 
宕 示 外 积 。 在 这 里 VY 入 WW 的 分 最 是 按 一 定 厅 序 排列 的 行列 式 


Vi Vi ， 。 
det( wi ) i 


景 后 ， 引 进 年 阵 
G=(gi;)=MT™™,) 


有 3Xk DXF __ OX OX 
之 au ; au i au; 3U; (1.1) 


gii 一 


蓄 根 据 拉 格 朗 日 (Lagrange) 恒等式 可 得 ， 


det G=—| : SX 信守 -| 一 p> (2 x0 
1<i<j<n 


2U。 a(u1, us) 
(1.2) 
有 了 以 上 上 准备 工作 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 纯 代 数 形式 的 基 


本 引 理 ， 
引 理 1.1 设 X (u) 是 D 一 FB" 的 一 个 可 微 映射 ， 则 在 D 
的 每 一 点 处 以 下 各 条 件 是 等 价 的 ， 


向 量 翅 -，0， 基 无 关 的 ， (1.3) 
雅 可 比 完 阵 M 的 秩 为 ?， (1.4) 


Ti,，j: 1 亿 i 之 jn, 使 得 


23(X;, xi) 1 5 
“au, Us, “0 ， 5 
HX OX 

ou Nau 0 (1.6) 
det G>0. z (1.7) 


证 明 ， 利 用 公式 (1,2 ) 以 及 关于 和 矩阵 秩 的 一 些 基 本 性 
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质 就 可 证 得 它们 的 等 价 性 。 
定义 : 如 果 在 卫 面 S 了 基点 处 。 引 理 1.1 的 条 件 成 立 ， 


则 称 S 在 此 点 正则 。 如 果 S 在 D 的 每 一 点 正 侧 ， 则 称 S 是 一 个 
正则 册 面 。 

若 在 区 域 D 内 ， 函 数 X(u) EC: 级 也 就 是 说 S 的 每 个 点 
的 坐标 xy 在 DD 内 是 wy ，u, 的 rf 次 连续 可 微 函数 ， 侧 记 作 
SE Cr' 级 ,而 在 本 书 中 ， 始 终 假定 SEC' 级 且 fr 之 1。 

假设 S 是 域 D 内 的 一 个 曲 座 ,X(u) EC 级 ,u(&)ECr 级 
是 域 方 和 色 D 上 的 一 个 微分 同 是 ， 那 么 就 把 在 下 内 出 X(u(YYD)) 
所 确定 的 曲面 称 作 是 由 曲面 S 通过 参数 变换 而 得 到 的 。 当 
把 S 通过 参数 变换 而 得 到 了 曲面 9 时 ， 如 果 S 的 所 有 性 质 在 
全 的 所 有 对 应 点 上 也 具备 ， 则 称 S 的 这 个 性 质 是 与 参数 无 头 
的 。 微 分 几何 的 任务 就 是 准确 地 研究 那些 与 参数 无 关 的 性 
质 。 下 面 举 一 些 例子， 

首先 可 注意 ， 车 变换 ua 的 雅 可 比 短 阵 是 


U 一 (uaii Uij 二 一 ~ 


则 用 ut( 立 ) 是 微分 回 豚 这 个 条 件 吉 可 得 出 在 家 内 ， 


As 2) 一 detU 0。 


af ， uy ) 
再 根据 链 法 则 ， 由 SE Cr 级 及 u(t)ECr' 级 可 见 SE Cr 级 。 
因此 ,SE Cr 级 这 个 性 质 是 与 参数 (C! 级 参数 变换 ) 无 关 的 。 
特别 是 ， 根 据 


DX 2， 2x;: BU 
1 > i 和 
at 和 at 
或 写成 矩阵 形式 
M=MU, 
可 得 
Ce=UTCU (1.8) 
及 
detG =detG (detU)? 
=detG( Au) ) 。 (1.9) 


~ ~ 
3(tii, ts ) 


于 是 ,根据 〈1.7) ， 从 (1.9) 可 直接 推出 S 在 某 点 是 正史 
的 这 个 性 质 也 是 与 参数 无 关 的 。 

现在 ,假设 A 是 DD 的 一 个 子 域 有 A 的 闭 包 ACD， 设 王 是 
曲面 X(u) 限 丁 u€ A 上 的 一 部 份 ， 则 定义 的 面积 为 


A(S ;=||v detG du du， (1 10) 
入 
如 果 ua(T) 是 把 入 上 映射 到 和 的 一 个 参数 变换 ， 利 用 (1.9) 
以 及 重 积分 的 变量 赫 换 法 则 可 得 到 相应 的 曲面 袜 的 而 各 为 
A(S 1 = 并 vaets du du 
人 
。 译 者 注 ， 此 处 原 书 为 让 
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fu 12) du du 
~ ~ 1 | 


a(t1, U2) 


=|[v id 
人 


一 用 vaetG dudus=AlS) 
所 以 ， 曲 曾 的 面积 也 是 与 参数 无 关 的 。 
为 了 研究 问题 方便 ， 经 常 需要 选取 特殊 的 参数 ， 令 i 和 
ij 表示 从 1 至 a 中 任意 两 个 固定 的 不 同 整数 ， 尊 设 DD 是 x ;1，x; 
平面 内 的 一 个 域 ， 则 方程 
Xt=f{r(x;, Xj) K=1, “ns 
Ki, jj (x;, Xi )ED (1.11) 
就 确定 了 E 内 的 一 个 曲面 ， 按 这 种 方法 定义 的 曲面 称 作 是 
给 出 了 曲面 的 非 参数 形式 或 显 式 方程 。 当 然 这 是 一 种 特殊 情 
形 ， 所 取 的 参数 是 下 内 的 两 个 坐标 。 换 名 话说， 可 以 把 
(1,11) 再 写成 下 述 形式 : 
is Xi 下 Uy xx=fr(ui, us)， 
kwi, 1 (i.12) 
在 n=3 的 情况 下 ， 丽 数 fx 只 有 一 个 ， 因 此 可 以 通过 把 
某 一 个 坐标 表示 成 另外 两 个 华 标 的 函数 来 定义 曲面 。 
为 了 把 曲面 表示 成 非 参 数 形式 ， 显 然 必须 缕 求 限制 于 则 
面 上 的 射影 映射 


(xi "sy Fu) 一 (xi Xi ) (1.13) 
是 1 一 1 的 。 一 般 讲 ， 这 个 槛 求 对 整个 曲面 是 不 成 立 的 ， 但 
是 我 们 有 下 面 重要 的 引 理 。 


引 理 1.2 设 3 是 一 个 曲面 x(u)，u 一 a 是 曲面 上 的 一 个 
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正则 点 ， 则 存在 着 a 的 一 个 邻 域 ， 使 得 当 把 x(u) 限制 于 A 
本 得 到 的 出 而 >， 有 一 个 吕 非 多 数 形 吉本 参数 化 了 的 出 测 
证 明 ， 根 搞 正则 性 条 件 〈1.5》 ， 壮 利用 逆 映 射 定 理 可 
1: 存在 音 a 的 一 个 邻 咸 A， 在 这 个 邻 域 A 内， 映射 (ul， 
是 答 分 由 眶 的， 此 外 胡 时 CE 
级 ， 则 其 道 映 射 〈《xi，xi) 一 一 (ur，us) 也 是 Cr 级 的 ， 央 
此 ， 确 定 昌 面倒 的 复合 映射 
(Xi, Xi )— (Ui, Us)— (Xl, “sy Xn) {1.14) 


回 样 也 是 C: 级 的 。 

于 是 ， 在 研究 曲面 局 部 性 质 时 ， 只 要 假设 曲面 是 非 参 数 
形式 的 就 会 带 来 很 大 的 方便 。 同 时 ， 还 要 注意 再 参数 化 法 
(i.14) 老 示 在 一 个 正则 点 的 邻 域 内 ， 上 映射 zx(u) 总 是 1 一 1 
的 。 

为 了 更 精确 地 研究 偶而 在 一 个 已 知 点 邻近 的 形状 ， 就 必 
质 研 究 曲 面 上 过 这 一 点 的 所 有 脂 线 。 首 先 “E" 内 的 曲线 C?” 
的 含意 是 一 个 连续 可 微 映 身 


，[a，8B) 一 一 下 。 (1.15) 
1 [a，B) 表示 实 真 线 上 的 某 个 区 间 ， 部 记 必 
下 (t， ast 委 P ， 
b(t)=(q (tt), + Pa(t) EC! (1.16) 


曲线 在 to 的 切 向 量 是 癌 量 
At 一 (ty 1 b/(to)) (1.17) 
如 果 x/(t,) 到 0， 则 称 曲 线 在 to 点 是 正则 的 。 
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现在 ,假设 用 x(u),u€DD 来 定义 曲面 $5， 效 根据 (1, 15) 
来 定义 一 条 曲线 C， 如 果 在 上 映射 中 下 ，(a，B)】 的 象 包含 在 
映射 x(u) 下 D 的 象 骨 ， 则 称 曲线 C 在 曲面 S 目 。 因 为 我 们 现 
在 仅 至 力 于 研究 局 部 曲面 S ， 所 以 在 曲 耐 S 上 上 到 某 个 正则 点 
u=a， 而 且 ， 把 x(u) "限制 于 a 的 一 个 邻 域 ， 使 得 在 此 邻 域 
内 引 理 1 .2 成立。 

“下面 仍 用 D 来 表示 这 个 被 限制 的 区 域 ， 用 S 来 表示 这 个 
曲面 ， 于 是 可 得 到 表达 式 (1.14) 而 且 可 知 映射 x(u) 在 DD 内 
是 ! 一 1 的 。 观 察 通 过 点 b=x(a) 北 且 在 项 而 S 上 的 所 有 曲线 
C, 为 了 固定 记 法 可 以 假设 存在 一 个 固定 值 to(a<to<B), 
对 于 每 条 曲线 C 都 有 中 (to)=b ， 再 根据 表达 式 (1.14) 可 
知 ， 对 于 每 一 条 满足 这 个 条 件 的 曲线 都 对 应 了 DD 内 一 条 曲线 
u(t) 而 且 u(to)=a， 反 过 来 ， 对 于 在 D 内 满足 u(t。)=a 的 
每 条 曲线 u(t)， 显 然 也 对 应 了 曲面 S 上 的 一 条 曲线 中 (t) 
二 x(u(t))， 而 且 它 满足 条 件 4(to) 二 b 。 求 这 条 曲线 C 的 切 
向 量 的 公式 是 ， 


3 区 BX 
x (to)=u1 0 3 s(to) 3 9 
1 


(1.18) 


式 2 与 - 2 在 4 二 a 点 取 值 。 


引 理 1.3 在 曲面 S 的 一 个 正则 点 ， 如 果 研 究 过 这 点 的 
所 有 曲线 的 集合 则 曲线 在 此 点 的 所 有 切 向 量 构成 一 个 二 维 向 
晤 空间 。 

证 明 ， 显 然 ， 在 D 内 可 找到 满足 条 件 utto)=a 王 且 
affto) 及 ug(to) 取 任 意 指 定 值 的 曲线 u(t)， 根据 (1.18) 


* 译 者 注 ， 原 书 是 x(a) 


可 知 切 向 量 z'(to) 的 集合 就 是 由 尊 个 向 重 3 及 -的 所 有 


碟 性 组 合 组 成 的 。 但 是 又 负 正 出 性 条 件 《 1.3 ) 可 知 这 两 个 
回 量 是 无 关 的 ， 因此 就 张 成 了 - -个 二 维 回 最 空间 。 - 

定义 ， 引 理 1.3 所 给 出 的 向 量 空 空间 称 作曲 而 在 点 
b 二 x(a) 的 切 平面 ， 记 作 r 或 xf(a)。 

因此， 一 个 曲面 S 在 每 个 正则 点 都 有 一 个 切 平面 ， 根 据 
定义 可 知 它 与 参数 无 关 。 

出 (41.11) 及 (1.18) 可 得 切身 量 的 长 为 

Iix’ (to)| =x (to) x’ (to) ， 
= S(t) 9 


也 就 是 说 切 向 量 x‘(to。》 长 度 的 平方 可 以 用 相应 的 切 向 蘑 

u (to) 的 二 次 型 来 表示 ， 这 个 二 次 型 的 系数 矩阵 为 G6， 通 常 
称 此 二 次 型 为 曲面 的 第 一 基本 形式 ， 由 公式 〈1.10) 看 出 可 
用 这 个 二 次 型 的 系数 矩阵 的 行列 式 计 算 曲 面 的 面积 ， 因 为 在 
E 内 ， 曲 线 x(t)a<ts8 有 的 长 度 是 由 公式 


L= | zcpbldt (1 .20) 
计算 的 ， 因 此 根据 公式 (1.19) 就 可 类 似 地 求 出 曲面 上 曲线 
的 长 度 。 用 它 来 计算 形 如 (1.16) 的 任意 曲线 C， 很 容易 求 
得 - 


S(t)= | "x ldt (1,21) 


因为 5'(t0)=[x’(ts) | 之 0 (a<tv<pB)， 于 是 得 到 一 
个 单调 映射 ， 


S(t), (a, BI——(0, 1) (1,22) 


各 曲线 C 是 -- 条 正则 曲线 ， 则 S(t)=jx 4t)1>>0, 因 
此 映射 《1.22) 在 在 着 可 微 逆 映射 t(s)。 复 合 映 射 


Hs) (0, Lm (a, BM0—5E’ (1.23) 
就 定义 了 一 条 曲线 C， 称 C 为 曲线 C 关于 弧 长 为 参数 的 参数 
化 曲线 ， 在 每 一 点 的 切身 景 是 单位 切 问 量 ， 


_dx x’‘(t) dx | _ xit ,vy 
T= st ds |™ sy =! 0.2 
下 面 ， 我 们 想 研究 一 下 二 阶 导数 的 意义 (“二 阶 效应 ”) 


从 现在 开始 ， 假 定 所 讨论 的 曲线 都 是 C? 级 正则 曲线 。 这 样 
就 可 以 按 (1.23) 把 曲线 关于 弧 长 参数 化 了 ， 此 外 ， 在 每 一 
点 把 单位 切 向 量 关于 弧 长 的 导数 

d? dT 

di = ds (1. 
定义 为 曲率 向 基 。 

在 以 下 的 讨论 将 采用 引 理 1.3 前 面 一 段 的 记 法 ， 不 过 又 
附加 了 曲面 SEC: 级 这 个 假设 浆 且 规定 S 上 通过 正则 点 b 一 
x(a) 的 曲线 都 是 S 的 C: 级 正则 曲线 ; 下 面 将 设法 描述 通过 
b=x(a) 点 的 所 有 曲线 在 此 点 的 其 率 向 量 。 确 切 地 说 就 是 ， 
如 果 x 是 曲面 5 在 x=b(a) 处 的 切 平 面 ， 用 x* 宪 示 它 的 正 交 
余 集 ， 把 这 个 n 一 2 维 空间 称 作 S 在 这 点 的 法 空间 。 每 一 个 向 
景 都 由 它 在 切 空 间 x 及 冷 空间 x* 的 射影 所 确定 。 为 此 ， 我 们 
将 检查 一 下 曲率 向 量 在 r* 的 射影 。 

”法 空间 x* 内 的 任 一 向 量 N 称 作曲 面 S 的 法 向 量 ， 又 因为 
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这 个 向 量 与 二 ， 3- 正 交 ， 所 以 可 作 如 下 计算 ， 
ul 23u; 


dx wdu; 3x 

ds 人 守 ds adi， 

dx "dU; 2x du; du;' 32x 
ds TO ot 
dix du 
"N= bi(N) 一 一 一 本 (1.26) 


bii(N) =-. 3X....N, (1.27) 
式 中 加 最 5 六 一 是 在 u=a 点 取 值 的 ， 如 果 注 意 到 


(于 _dsS -) = x (t= Tg,u 1(t uf(t) 


dui _ du / ds 
ds dt dt 


训 可 以 把 (1.26) 式 改写 成 以 下 形式 ， 
dx Fbis (Nuf to)uf(to) 
二 Dr (1.28) 


上 式 右边 的 分 子 是 关于 切 向 量 u(t6) 的 二 次 型 ， 它 的 系数 十 
阵 bi;; (N) 依赖 于 曲面 上 的 点 及 此 点 的 法 向 量 N， 称 这 个 二 
次 型 为 曲面 5 关于 法 向 量 N 的 第 二 基本 形式 。 但 是 ,了 注 
意 ，《〈1.28) 的 整个 右 端 只 依赖 于 曲线 C 在 这 点 的 切 向 量 ， 
而 等 式 右边 关于 分 量 u“(te) 的 齐 次 性 又 表示 它 只 依赖 于 切 向 
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量 的 方向 ， 色 只 依赖 于 单位 切 向 是个 。 因 此 可 以 把 (1.28) 
式 写成 “ 


N= K(N, T), NEn’:, TEI. (1.29) 


其 中 右 端 表示 在 3 的 每 一 点 ， 它 是 法 向 量 N 与 单位 切 向 量 
的 一 个 有 着 明确 意义 的 函数 ， 称 作 S 沾 方 向 T 关 于 法 向 量 N 
的 法 曲率 。 如 果 固 定 N， 让 T 变 化 可 得 量 

ki CN) 一 maxk(N，T)， 


ki(N) = mink(N, T) (1.30) 
称 作 S 在 这 点 关于 法 向 量 N 的 主 曲率 ， 然 后， 再 引进 主 曲 率 
的 平均 值 . 


H( N)= +E 


(1,31) 


称 作 S 在 这 点 关于 法 向 量 N 的 平均 晶 率 。 

为 了 得 到 关于 H(N) 的 较 明显 的 表达 式 ， 必 须 注意 ， 
(1.28) 的 右边 是 二 次 型 的 商 ， 前 面 已 用 k,(N) 及 k,(N) 
来 表示 它 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 而 它们 又 是 方程 


det(b;; (N)—Agii)=0 (1.32) 
的 两 个 根 。 展 开 这 个 方程 可 得 以 下 形式 


det(gii)A —(g22bii (N)+gi1bs: (N) 

~—2g12b1 ,CN))A+det(b;; (N))= 0 。 
此 出 概 和 可 得 

H( N )= odet(g,.y EE 让 (gsbis CN) + gr ,bs CN) 
—2g.2b,,(N)), (1.33) 
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从 定义 〈1.27) 直接 可 知 ，bi;(N) 关 于 N 是 线性 的 ， 因 此 ， 
从 《1.33) 式 可 向 HCN) 关于 法 向 量 NE zt 也 蚌 线 性 的 ， 所 
以 在 法 空间 内 存在 着 唯一 的 一 个 向 量 上 Er ,使 得 下 式 成 立 ， 
H(N)=H:N, VNEx: (1.34) 
如 此 定义 的 向 最 H 称 作曲 曾 S 在 这 点 的 平均 曲率 向 晤 。 如 果 
6， e2 “9 en-z 是 zt 的 任意 的 规范 正 交 基 ， 则 由 (1.34) 
式 可 见 ， 平 均 曲率 各 若 再 可 以 表 孙 成 以 下 形式 ; 
H= 号 (Heoe (039) 
定义 ， 如 果 一 个 曲 独 的 平均 曲率 向 师 在 每 点 为 零 问 其 ， 
则 称 此 曲面 为 极 小 曲面 。 ' 
在 第 三 节 蜂 将 会 清楚 地 看 到 称 曲 面 为 极 小 曲面 这 个 术语 
的 理由 ， 而 在 这 里 只 能 指出 ， 根 据 (1.34) 和 (1.35) 可 得 
H= 0 的 充 要 条 件 是 HON)=0 (所 有 的 NEn*) 。 于 是 ， 再 
根据 (1.33) 就 可 知 极 小 曲面 是 通过 一 个 含有 第 一 、 第 二 基 
本 形式 的 方程 四 
gaybii(N) 十 glibyx(N) 一 2g8lzbis(N) 一 0(1.36) 
来 描绘 的 。 


%2 非 参 数 曲 面 


本 节 将 研究 由 方程 (1.11) 给 出 的 非 参数 形式 曲面 ， 首 
先 重新 标记 E 的 坐标 ， 总 可 假定 曲面 方程 为 以 下 形式 ， 


Xr 一 fx(xi， x,), k=3, **"» D3 (2,1) 


它 也 等 价 于 


Xt={fi(u, 2) k=3, ,1 (2.,2) 
因此 

3X _ afs ff 

ET (1, 0， a0U， ba 341 多 

ax _ afs af， 

ertk 1 ， 3U，? ai) (2.3) 
及 


av af Na aaf， af， 
9 &1 2 9 
k=328U1 Us, 


) 
gs=1+ 祠 (2 ) (2.4) 


显然 向 量 5- 与 30- 是 无 关 的 ， 所 以 非 参数 曲面 总 是 正则 井 


2U2 


面 。 

下 潭 ， 仍 用 1 来 表示 切 平面 ， x 表示 法 空间 。 

引 理 2.1 设 N,， “ys N, 是 任意 1 一 2 个 数 ， 则 存在 着 
唯一 的 Ni,，N, 使 得 N=(N,，…，N.) 是 法 空间 内 的 由 
量 。 


证 明 ， 问 晤 N 在 内 的 充 要 条 件 是 Ne 一 0 (i 
一 1，2)， 于 是 由 (2.3) 式 可 得 
Ni—— BSN.(ofi/ou:) i=1, 2 
= 
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把 此 引 弄 用 于 任意 曲面 可 得 以 下 引 理 ， 

引 理 2.2 设 由 x(u) 定义 了 一 个 ¢' 级 曲面 S$ ， 又 设 
b 一 x(a) 是 S 上 的 一 个 正则 点 ，N 是 5 在 此 点 的 法 和 撩 。 则 存 
在 着 a 的 一 个 邻 域 A 和 一 个 定义 在 A 的 c" 级 向 量 N(u)， 且 
满足 N(u)Er (ua)，N(a) 一 从 ， 

根据 引 理 1.2 可 知 点 a 的 邻 域 A 总 是 能 找到 的 ， 

只 要 对 也 的 坐标 作 适 当 的 标记 后 ， 曲 面 S 在 A 内 就 能 以 

ee 1) 形式 再 参数 化 ， 设 N= 一 (Ni，…，Na) 政令 


N CD) = 一 衬 NN i=1, 2, 


则 NGa) 就 具备 所 要 求 的 性 质 。 
本 节 的 以 下 部 份 总 假定 曲面 S 为 c* 级 曲面 。 由 (2,3) 
可 导出 


ox (0, 0 oe .at 
ou; 2; U1;9Ui U9U; 
(2.5) 
因此 ， 对 于 任意 法 向 最 N， 求 得 
一 tT . 
b;;(N) 一 之 Nt pr Er | (2.6) 


于 是 ， 对 于 任意 法 向 量 入 ， 极 小 曲面 方程 (1.36) 可 取 以 下 


形式 
St SC) 7 


-2( Sy fn 2 ) 2 


Im 9ul dU, 9U19U, 


+ 和 ) 守 - 


出 于 分 量 Ns，…，N: 癌 以 任意 地 过 上， 因此 上 上 述 方程 中 每 
个 Ni(k 二 3，,…，n) 的 系数 必须 为 0， 这 样 就 得 到 关于 n 一 2 
个 函数 fa，…? 1 的 na 一 2 个 方程 。 如 果 令 ua 一 xi，uz 一 xx 
注 引 进 向 量 记 法 
f(x1, x1)=(fa(x1, Xs) 1 fo (x1 Xs)), 
(2.7) 


则 这 na 一 2 个 方程 可 弄 一 个 简单 的 向 晤 方程 
af 2\ 92f af af 22f 
(i+ 3X， ) 有 一 2 庄 -) 2X1 OX2 


| af I2Y 224 
+(+ | 3x | ) 坟 ;一 0 (2.8) 


来 表示 ， 它 就 是 E* 轩 非 参 数 极 小 前 面 的 方程 。 由 引 理 1.2 可 
知 ， 每 个 正则 极 小 曲面 都 是 方程 (2.8 ) 的 局 部 解 。 因 此 ， 
今后 将 用 方程 〈 2.8 ) 去 研究 一 些 局 部 极 小 曲面 ， 本 节 仪 由 
它 直接 给 出 一 些 特殊 极 小 曲面 的 例子 。 由 于 其 中 有 些 曲面 具 
有 一 些 特别 的 性 质 ， 因 此 ， 它 们 对 研究 -一 般 理论 也 是 非常 有 
用 的 。 

首先 研究 当 n=3 时 方程 (2.8) 的 解 。 此 时 方程 (2.7) 
可 写成 f(x1，xs)=fs(x1，x:) 的 形式 , 而 方程 (2.8) 就 
变 成 一 个 关于 纯 量 丽 数 f(x,，xs ) 的 简单 方程 。 下 面 给 出 一 
些 经 典 极 小 曲面。 

蝶 施 甸 


f(x1, x2)=tan ! ?2 
1 


可 证 明 它 是 方程 《2.8 ) 的 唯一 的 调和 西数 解 。 螺 旋 面 是 唯 
一 的 直 纹 极 小 直面。 (关于 所有 这 些 攻 而 更 详细 的 讨论 可 参 
的 Darboux[ 1 )) 


暴 链 面 
f(x1, X2 ) 一 COSh -lir， r 一 wX 十 《2.10) 
或 写成 
X3 十 X 一 (coshxos): (2.11) 
它 是 唯一 的 回转 极 小 曲面 。 
Scherk 此 而 
fx ，xa) 一 1og 2 (2.1:) 


COSX1 


是 办 一 前 平移 极 小 曲面 ， 也 就 是 说 它 是 方程 (2.87 中 er 
xz) 取 g(x1) 十 h(x;) 形 式 时 的 唯一 解 。 | 

关于 方程 (2.8 ) 的 这 些 解 请 注意 以 下 两 点 事实 。 第 
一 ， 由 于 在 相似 变换 下 极 小 曲面 的 象 仍 是 极 小 曲面 ， 所 以 用 
这 种 方法 就 能 显然 地 得 到 方程 (2.8 ) 的 另外 一 些 解 ， 第 
二 ， 以 上 各 例 虽然 没有 详细 指出 解 的 定义 域 ， 但 是 要 注意 它 
们 之 中 任意 一 个 解 都 不 能 对 所 有 的 x, 和 zx, 有 定义 。 这 北 不 
是 偶然 的 ， 因 为 在 后 面 第 5 节 将 要 证 明 的 Bernstein 定理 

说 明 ， 当 n=3 时 ， 在 整个 x,，x; 平面 上 不 存在 满足 方 
程 (2.8) 的 非 平凡 解 。 

现在 ， 再 研究 方程 (2.8 ) 中 4 取 任 意 数 的 情 滴 首先 
要 注意 ， 共 每 个 人 都 是 xi，xs 的 线性 函数 ， 那么 它们 显然 
满足 方程 (2.8) 。 此 时 ， 曲 面 5 是 平面 。 
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- 当 1 是 碍 数 时 ， 可 得 以 下 特殊 解 。 设 Z=xi+ixi， 
1 (ZZ)，'，gm(2) 是 是 Z 的 复 解析 函数 , 式 中 nm 一 2m 十 2. 然后 


g 


~ fRelgs(z2)) 了 一 2p 十 | 
fre(xi， ee KK 一 2p 十 2 (p=1, WE m) 
把 它 代入 方程 ( 2.8 ) 通过 直 搂 验证 知 它 e 是 方程 (2.8 ) 的 
解 。. 
以 上 结果 可 叙述 如 下 ， 如 果 把 一 条 复 解析 曲线 看 成 实 欧 
氏 空 间 的 一 个 昌 面 ， 则 些 揽 解析 香 线 的 图 形 总 是 一 售 极 小 曲 
面 。 Et 内 单个 函数 q1(z) 所 对 应 的 极 小 曲面 已 由 Kommerell 
[1 ] 作 了 极 深 入 的 研究 。 


$3 最 小 面积 的 曲面 


现在 ， 我 们 简单 地 论 志 擂 虽 上 和 导致 研 究 极 小 曙 面 的 有 关 
问题 ， 即 在 有 相同 周 界 的 所 有 曲面 中 而 积 最 水 的 曲面 之 特 
征 。 特 别 地 我 们 要 研究 以 下 这 种 情形 ， 

设 S5 是 由 定义 在 域 上 上 的 函数 x(h) E ez 所 确定 的 正则 山 
面 ， 工 是 D 内 的 一 条 闭 曲 线 ， 它 围 成 子 域 A， 习 是 由 限于 A 的 


xfu) 所 确定 的 曲面 ， 再 令 袜 是 由 和 A 内 的 六 0uy 所 确定 的 曲面 
莫 目 对 于 在 上 的 所 有 u， 均 有 Xu)=x(u)， 若 的 面积 
小 于 或 等 于 丝 个 出 而 的 下 积 ， 那么， 关于 岂 耐 x(w) 能 得 
出 什么 结论 呢 ?. 

下 面 ， 按 丙 种 不 同 的 方式 使 用 恋 分 学 :的 标准 方法 。 首先 


做 曲面 的 法 向 变 分 ,然后 再 考虑 非 参 数 曲 面 兹 做 垂直 于 x，， 
xz 平面 的 变 分 。 
假设 在 D 骨 ，N(u)Ecl， 在 x(u) 处 N(u) 与 S 正 交 ， 即 


a 
N(Y) .=0, i=1, 2 (3.1) 


将 此 方程 微分 得 


2N ax NIX 一 -bi(N) (3.2) 


2uUj aui uiaui 
设 ha)E es 级 是 域 D 内 的 任意 函数 ， 作 有 曲 而 

Syy K(xu) Ah NG), ucnD 
其 中 入 是 任意 实数 ， 微 分 上 式 得 


3x 3x 2N ，ah 


斑 利 用 (3.1) (3.2) 两 式 可 得 


Wi "hr- 
~ ax ax 


ii 下 
2U i 2U j 


一 人 ii 一 2 人 hbiiCN》 十 和 2cii 


式 中 ij 定义 在 D 内 ， 是 4 的 连续 画 数 ， 
从 而 可 见 z 
detg ,一 ay 十 ia 入 十 as 和 2， (3.3) 
其 中 
ao= detg;;, 


31=—2h(g, 1bs.(N)+g: ab, 1.(N)—2g12b, :CN)), 
(3.4) 


ax 关于 定义 于 D 四 的 4 是 ui、 ULa2， 入 的 连续 函数 。 

寺 述 公式 有 直接 推论 如 下 ， 根 据 S 是 正则 上 则 面 这 -条件 
可 知 ，ao 在 A 上 上 有 正 的 极 小 值 。 又 因为 a ，as 在 D 内 是 连续 
的 ， 所 以 存在 8>> 0 ,使 得 当 | 和 |< 之 a 时，det 多 ;之 0 成 立 。 
换言之 ， 当 |X1<e 时 ， 由 限于 A 的 x(u) 所 定义 的 曲 闸 ;都 
是 正则 曲面 。 为 计算 它们 的 面积 A(X)=A(5，) ， 必 须 注意 
由 公 起 《3.3) 可 知 ， 关 于 A 内 的 u 以 下 不 等 式 成 六 

WE 
(det 全 一 (va +3 9 )| <M)， (3.5) 
其 中 M 是 正常 数 。 再 根据 公式 〈!1.10) 和 (3.4) 就 可 得 
A(0)=A(E) = va dan 
A 


将 (3.5) 式 两 边 积 分 得 


. | A(M)—A(O0)— | nar . 


MN 


A(M)—A(0) _(( ai 
| 3 | 


把 关于 as，ai 的 表达 式 (3.4) 代入 ， 同 时 令 入 一 0， 再 利 
用 前 而 关于 平均 曲率 的 公式 〈1.33) 就 得 到 了 面积 的 变化 率 


A'(0)= 一 2 |HEONDhGDVacEEi dudu, (3 6) 


它 是 h "的 函数 。 
评 煮 注 ， 。 倒 书 此 处 为)。 


顺便 可 注意 ， 若 f(u) 是 A 内 4 的 任意 尖 续 大， 则 定 
f 在 Z 上 关于 曲面 面积 的 积分 为 


Nicwas = fee) vaat Eidudu, 03.7) : 


利用 这 种 记 法 ， 令 h(u) 二 1 于 选择 上 述 那 族 曲 面 3、， 那 么 公 
式 《3.6) 就 可 写成 以 下 形式 ; 


A/( 0)= -2| H(N)dA 


有 了 此 公式 就 可 对 旦 H(N) 作 更 有 意义 的 解释 。 

现在 再 回 过 来 研究 本 节 开 始 提出 的 问题 ， 兹 作 以 下 断 
言 ， 著 3 的 面积 最 小 ， 则 它 的 平均 曲率 恒 为 零 。 利 用 变 分 法 
的 标准 论证 冰 由 公式 (3.6 ) 可 直接 证 得 此 结论 。 因 为 ， 若 
平均 曲率 不 恒 为 零 ， 则 在 A 内 必 存 在 某 个 点 4=a 及 法 向 量 
NN(a) ,使 得 HIN)#* 0， 不 妨 假设 HIN)> 0。 由 引 
理 2.2 可 以 找到 a 的 一 个 邻 域 V, 及 定义 在 Vi 内 的 法 向 量 
N(ua)EC:! 级 ， 使 得 在 点 x(u) 处 ， 法 向 量 N(u) 与 曲面 5 正 
交 。 于 是 ， 在 整个 Y, 邻 域 (a EV,CY,) 内 ， HI(N) 守 0 总 成 
立 。 莫 上 且 车 选取 函数 h(u) ， 使 它 满足 下 列 条 件 ， 对 于 任意 
u，h(u) 之 0，h(a)> 0 而 当 uEV, 时 htu) 三 0， 此 时 公式 
《3.6) 右边 的 积分 为 严格 正 值 。 但 是 如 果 取 足够 小 的 V; 使 


得 ViCA, 则 在 FT 上 zfu)=x(u)。 于 是 ， 就 是 与 3 有 相同 
周 界 的 曲面 ， 而 2 的 面积 为 最 小 这 个 假定 就 意味 着 对 于 所 有 
的 入 均 有 A(X) 之 A(0) 成 立 。 因 此 A? (0= 9， 这 当 (3， 6) 
式 A'(0)< 达 0 矛盾 ， 于 是 证 华 

极 小 曲面 最 初 是 ,中 求 最 小 而 积 的 出 面 而 提出 的 ， 娄 由 此 
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而 得 极 小 曲面 这 个 和 名字。 此 外 还 将 看 到 在 另外 一 些 关系 中 也 
会 出 现 有 关 极 小 曲面 的 问题 ， 但 它们 的 许多 性 质 却 与 面积 无 
关 。 

在 结束 这 个 论题 之 前 ， 绸 利 骨 面积 达到 最 小 这 一 性 质 导 
出 另外 几 种 形式 的 极 小 曲面 方程 。 

对 非 参数 形式 曲面 方程 


‘x=fi(x x k=3, 
引进 向 量 记 法 
f of 
' f oe m), 2 加 -一 
f ( 3 9 9 f ) p aX ? 2X， 
[一 区 ， > 一 让 下 ， t= Dx (3.8) 


于 是 极 小 曲面 方程 (2.8) 可 写成 以 下 形式 ; 
(+1qal9 3 一 (Pa ) +a ) 
+C+lpl 一 9， (3.9) 


或 写作 

(1 二 |912)r 一 2(8*:9)S 二 (1 十 |p|2)t= 0 (3.10) 
而 方程 (2.4) 便 可 简写 成 

g: 一] 十 |p|?， gl12 一 Pb*q， gz 一 1 十 19qj:， 
» (3,11) 
因此 | 二 
det gii;=1+|pl+tg):+ip) al — (peq)*. 

(3.12) 
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对 于 非 参 数 曲 而 还 常 采用 以 下 记号， 
W=wdet g;; (3.13) 
假定 对 曲面 作 变 分 ， 令 
F=f Nh k=3, .+ n 


式 中 入 是 实数 ， 人 在 人 的 定义 域 D 内 hs€c! 级 。 利 用 问 量 记 
法 ， 令 h 二 (b;， “"*, h,), 则 


T 2 


多 
aX, 


一 上 十 和 ， 了 pH， 9 一 9 十 》 
因此 

W:=W:+2Nx+N?y, 
其 中 


x=((1+ gl ?Pp 一 (prq)q) 人- 


+((1+|pl*)qa—(p"q) pe 


3 ， 
y 是 xz ，xz 的 连续 函数 。 由 此 可 得 


W=wt+\ 工 -十 2Z， 
w 


其 中 2 也 是 x,，xs 的 连续 函数 。 

现在 考虑 在 f (x, ，x,) 的 定义 域内 给 定 的 一 条 闭 曲 线 
蓝 设 A 是 本 所 围 成 蚤 区 域 。 如 果 在 A 上 曲面 xi=f(x,，x:) 
是 所 有 有 相间 周 界 的 曲面 中 面积 最 小 的 一 个 ， 则 对 所 有 在 全 
上 为 零 的 函数 h 均 有 不 等 式 
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{Wanars >] wanas, 
而 只 有 当 


人 dxidx 一 0 
Ww 


时 ， 上 述 不 等 式 才 可 能 成 立 。 
把 前 面 关 于 x 的 表达 式 代 入 Eax:ax,=0, 分 部 积 
A 


分 ， 屯 利 用 在 F 上 jh= 0 这 个 条 件 得 
站 Lao-eaa] 


+ tel a — Pap]]adxdz:=。 


XxX, Ww 
按 相同 方法 论证 可 知 方程 
i+iql’ p— Ea 
去 -2 My 4| 
EE 
必须 在 A 上 处 处 成 立 。 


我 们 曾 遇 到 过 这 种 形式 的 方程 ， 容 易 证 明 它 是 由 极 小 曲 
面 方程 (3.10) 所 推 得 的 结果 。 事 实 上 〈3.14) 式 左边 可 写 
成 三 项 之 和 ， 

1! 十 1ql2 3 ! 十 tpl 3 

E5a- 3x -A axi 十 yx a F 


2X1 9X, 


?3 


th 
C(O 


由 公式 (3.9 ) 可 知 第 一 项 等 于 零 。 若 把 第 一 项 中 的 系数 
展开 则 得 到 表达 式 


2 


= p01tlal (rl) 
-pas+G+iplob .18) 


根据 (3.10) 式 ， 此 式 也 等 于 零 。 再 交换 p，9q 与 x1:，x;: 则 
可 得 第 三 项 9q 的 系数 也 为 零 。 于 是 证 得 了 (3.14) 。 

在 上 述 论证 过 程 中 同时 也 证 得 了 极 小 曲面 方程 〈$ 10 六 
的 每 个 解 都 满足 下 列 二 式 ， 


均 Ty - )= x ) 


(2 = (++I). : (3,16) 


Cp .| w 


当 取 a= 3 时 ， 这 些 方程 是 早已 热 知 的 。 从 《3.16) 为 散 度 
形式 方程 这 一 事实 可 以 导出 许多 不 能 由 〈3.10) 直接 所 得 的 
结果 。 〈 例 ， 见 Radef 3 ) ) 以 后 还 会 看 到 ,方程 (3.16) 在 
任意 a 维 的 情况 下 也 同样 有 重要 推论 。 i 
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$34 等 温和 参数 


在 研究 曲面 的 邮 些 与 参数 选 到 巨大 的 性 质 时 ， 若 采用 一 
种 能 把 曲面 的 儿 何 性 质 反映 到 参数 平面 的 参数 表示 就 方便 
了 。 例 如 ， 若 要 求 参 数 乎 面 到 曲面 上 的 映射 是 共 形 的 ， 则 曲 
而 上 曲线 间 的 严 角 就 等 于 参数 平面 上 对 应 临 线 之 间 的 严 角 。 
在 第 一 基本 形式 〈1.1) 中 令 
名 1 一 多 aa， gt 一 0 (4.1) 
芭 
gi = 和 di A=A(u)> 0 {4.2) 


就 解析 地 表示 了 这 个 性 质 ， 满 足 这 些 条件 的 参数 u，us 称 
等 温 参 数 。 
若 采 用 了 等 温 参 数 ， 曲 面 论 中 所 研究 的 许多 基本 车 的 表 
示 法 就 变 得 相当 简单 了 。 例 如 由 (4.2) 可 得 
det gij 二 入 4， (4.3) 


关于 求 平均 曲率 的 公式 可 写成 


H(N)= b ， OF) . (4 


下 而 再 介绍 一 个 常用 的 、 可 作为 一 个 曲面 的 伦 标 向 量 的 拉 痹 
拉 斯 (Laplacian) 公式 

引 理 4.1 设 正则 曲面 3 是 由 x(u) E Ci 级 定义 的 ，ui、 
ui 为 等 温和 参数， 则 


Ax 一 2 和 2 于 《4.5) 


共 中 互 是 平均 曲率 网 县。 ”， 
证 明 ， 用 以 定义 等 尖 参 烙 的 方程 (4.1) 可 写成 以 下 形 
式 ; 
ox ,x ax .ax ， ax .ax _0 
auUl 3U1 2uU， au， auli dul, | 
别 对 第 一 个 方程 关于 ui 微分 及 对 第 二 -个 方程 关于 us 微分 
可 得 


22x ax 32X DX aix 3X 

和 一 一 

au aul aulat， 2U, au? 341 
BX 2:X 22 2X 

入 文 | -一 - 一 ( -一 十 [加 -二 


au “aU? au aui 
类 似 地 ， 对 第 一 个 方程 关于 sy 微 / 分 普 对 对 第 二 个 方程 关 了 Ui 
微分 得 


Ox 
Ax. -一 0 
2U， 


所 以 ，Ax 古 一 个 垂直 有 : 于 S 的 切 平面 的 癌 是 。 但 是 ， 若 信 是 5 
的 一 个 任意 法 向 量 ， 则 根据 (4.4) 式 又 有 “ 
aX Ch 
Ax ， N= 了 十 AN 


2 


一 b， (ON) 十 by CN) 一 2 和 2HCON) 


这 表示 Ax/2 和 ?是 一 个 满足 定义 平均 曲率 癌 量 的 方程 (1 .34) 
ee 这 就 证 明了 (4.5) 式 成 立 。 本 
研究 男 外 一 些 有 关 问 题 ， 特 别 是 研究 常数 平均 曲率 曲 
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面 时 ， 公 式 〈4.5 ) 是 很 有 用 的 ， 而 我 们 仅 对 以 下 的 直接 推 
论 感 兴趣 。 

引 理 4.2 设 x(u)E€C? 级 确定 了 用 等 温 参 数 老 示 的 正 
则 上 则 而 S ， 则 坐标 函数 xi(41，u;) 为 调和 函数 的 充 费 条 件 
是 5 为 极 小 曲面 。 

田 此 看 到 ， 从 与 最 小 面积 完全 不 同 的 角度 出 发 也 能 很 日 
然 地 提出 极 小 曲面 的 问题 ， 而 我 们 的 愿望 是 要 进一步 寻求 极 
小 曲面 与 调和 函数 的 关系 。 

引进 以 下 一 些 记 法 。 已 知 曲面 x(u)， 研 究 复 值 函 数 

KE) 一 < 一 1 5 一 uL 二 iu， (4.6) 


1 
aul AUy 


若 注 意 以 下 司 等 式 
SD gE) 
-和 
k=-i 23U 1 之 元 Em 
1 3X | _| ax |2 '.. ax ,2 i 
一 | 一 2j 
30 | Er | 1 a “ Bu (4.7) 
一 gl 一 gg 一 2igly， 
六 2 
l= ) +) 
k=l 91, 
=—g11 二 gi;, (4.8) 


则 可 直接 看 出 函数 gO:(E) 有 以 下 性 质 . 
(a ) bi(t) 是 的 解析 函数 < 之 xt 是 ai，u 的 调和 
前 数 ; 
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(b) ui， us 是 等 温 参 数 全 之 
SE)= 0 (4.9) 
(c) 着 ur ts 是 等 温 参数 ， 则 5 为 正则 曲面 二 力 
Sih) 0 (4.10) 


引 理 4.3 设 x(u) 确 定 了 一 个 正则 极 小 曲面 , 其 中 ti， 
us, 是 等 温 参 数 。 则 由 (4.6) 式 所 定义 的 函数 $x(5) 是 解析 
函数 ， 菲 内 它们 满足 方程 (4.9) 和 (4.10) 。 反 之 ， 设 
申 必 5)，…， 中。(E) 在 单 连通 城 DD 内 是 的 解析 函数 兹 满足 
(4.9) 和 (4.10) 两 式 ， 则 在 区 域 D 上 存在 一 个 满足 方 程 
《4.6) 的 正则 和 被 小 册页。 

证 明 ， 第 -一 个 结论 根据 引 理 4.2 的 性 质 (ay)、(b)、 
(ec ) 好 可 马上 得 出 。 

至 于 此 定理 之 道 ， 刀 有 果 定 义 沙 数 


xi Re [Gide, (4.11) 


则 xx 是 满足 ( 4.6 ) 式 的 调和 函数 ， 再 次 利用 引 理 4.2 中 
(a)、 (b)、(c) 之 闭 不 可 证 得 结论 。 

由 此 看 出 ， 在 E” 内 研究 局 部 正则 极 小 曲面 就 等 价 于 研 
究 1 个 满足 (4.9) 及 (4.10) 式 的 有 序 解析 函数 。 必 须 注 
意 由 (4.11) 式 求 得 的 xi 均 附加 了 常数 ， 因 此 ， 此 式 所 确 
定 的 各 曲面 之 间 相 差 一 个 平移 。 

前 面 的 所 有 结 昌 都 是 建立 在 假定 曲面 能 借助 于 等 温 参 数 
局 部 地 表示 出 来 的 基础 上 而 得 到 的 。 然 而 等 漫 参数 的 存在 性 
决 不 是 显然 的 ， 在 C! 级 曲面 的 情况 甚至 不 存在 着 等 温 参 
数 。 至 于 C? 级 曲面 ， 有 一 个 常用 的 定理 保证 了 它们 的 看 在 
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性 。 但 是 ， 现 在 我 们 苛 不 采用 这 个 定理 ， 因 为 对 于 极 小 曲面 
的 情况 ， 关 于 等 温 参数 的 存在 性 是 可 给 予 简单 证 明 的 。 

引 理 4.4 设 5 是 一 个 极 小 曲面 则 S 的 每 一 个 正则 乓 
有 一 :个 邻 域 ， 在 此 邻 域内 存在 着 3 的 关于 等 温 参 数 的 再 参数 
化 。 

证 明 ， 首先 ， 根 据 引 理 1.2 我 们 总 能 找到 正则 点 的 一 个 
邻 域 ， 在 此 邻 域内 曲面 S 可 表示 成 非 参数 形式 。 于 是 在 某 个 
罗盘 (x1 一 a1) ?十 (x; 一 82)*<<R? 内 方程 (3.16) 成 立 ， 这 


和 G(X， Xs); 


aF 1 十 |p| aF _?*9 


3X w 3xs Wi 
(4.12) 
2G Pd 2G 1+lal’ 
axX1 Ww OXy Ww 
5 一 XI 十 PCXI，Xy)， 
(4.13) 
Es=x; G(x, Xs), 
则 求 得 
281 -1 二 1 十 |[p| 2561 pq 
2X1 W aX, W 
36, Pq 282 1 二 1 十 | qj: 
2X1 W “” 3X， W 
及 


J= 2a(E,, &,) 一 ?十 2 二 PA 二 9 > . 


?9 


于 是 变换 (4.13) 存在 着 局 部 道 变换 (5 ，8)->(xi，xy)， 
再 令 xk 一 fir(xzi， xs ) ， k 一 3， +, 就 可 以 用 参数 8&1， Es 来 
表示 由 面 了 。 但 是 : 


ax1 _ w+!l+lgl? 2x,__ pr"g 


3E) Jw ? 25 1) Jw ” 


axy _ W 十 1 十 1qj  _ pegq 
一 pr 了 


dr, k==3,.*,, ns 


3E) Jw yw 
aX! .pd axX2 w+1+lpl’ 
aE, Jw ” 3E, Jw ? 


xr w+1l+lpl 0 pg 
2E, JW 4 W 


Pr, k=3,.., 1 


由 此 可 见 ， 关 于 参数 E1，8, 有 


日 并 一 | OX | = WW 
多 11 兰 多 22 328 DE, 了 
w? 


一 
2 到 十 2 十 1p|? 十 1q12 3 (4.14) 


0 
因此 8,，5, 是 等 温 坐 标 。 

推论 设 x 二 fi(x1，xs) 上 =3，…, 1 确定 了 一 个 非 
参数 极 小 曲面 ， 则 fi 是 x:，x; 的 实 解析 函数 。 

证 明 ， 在 每 点 的 邻 域内 可 引进 映射 (4.13) ， 于 是 使 曲 
面具 有 局 部 等 温 参数 E 与 5 。 由 引 理 4.2 知 x,，xs 是 调和 
孙 数 ， 因 此 它们 是 8, ，5; 的 实 解析 函数 。 于 是 道上 映射 x 1 ， 
x, 一 1，Es 也 是 实 解析 函数 。 但 是 每 一 个 x: 是 &1，&; 的 调 
和 函数 ， 因 此 也 是 x1， xy 的 实 解析 函数 。 


30 


特别 要 注意 的 是 方程 (2.8 ) 的 每 一 组 解 显然 也 是 解析 
函数 、 在 n=3 时 这 类 问题 的 基本 理论 已 由 Muantz{ 1 ) 和 
Rado( 1 ) 得 到 ， 他 们 设想 以 映射 8,=x1, ;二 G(x1， 
xi) 代 赫 映射 (4.13) 。 因 为 这 是 一 个 较为 简单 的 映射 而 
由 它 同样 也 能 得 到 等 温 坐 标 。 此 外 ， 在 下 一 节 将 要 看 到 ， 由 
Nitschef 1 ] 引进 的 映射 (4.13) 在 na=3 时 还 有 另外 一 些 特 
别 有 用 的 性 质 。 

下 面 用 一 个 简单 的 引 理 以 结束 这 一 节 。 

引 理 4.5 设 曲 面 S 是 由 X(u) 确定 的 ， 其 中 ui，us 是 
等 温 参 数 ，S 是 由 微分 同 胚 w(Y ) 将 S 再 参数 化 所 得 的 曲面 ， 
则 贝 ， 为 等 温 参 数 的 充 要 条 件 是 映射 n( 立 ) 或 者 是 共 形 
映射 或 者 是 反共 形 映 射 。 

证 明 ， 因 为 ti ，us 是 等 温 参 数 ， 所 以 gii 一 和 Di， 亚 
且 由 《 1,8 ) 式 可 知 G= 和 2:UrU， 因 此 内， 是 等 温 参 数 
< 之 外 一 和 3 ->(NA)U 是 正 交 矩阵 <=->u( 了 ) 是 共 形 
映射 或 反共 形 映 射 。 


$5 Bernstein 定理 


本 节 将 证 明 与 Bernstein 定理 有 关 的 几 个 结果 ， 尽管 
Bernstein 定理 研究 的 是 整体 性 质 而 不 是 局 部 性 质 ， 但 是 基 
于 以 下 两 点 原因 使 我 们 仍然 要 宪 对 大 范围 曲面 作 一 般 研究 以 
前 引进 它 ， 其 一 是 因为 定理 的 证 明 只 要 求 有 一 个 纯 初 等 的 论 
证 其 二 是 因为 Bernstein 定理 能 为 以 后 讨论 的 一 些 结论 有 
所 启发 。 
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先 证 明 一 些 简单 的 引 理 ， 

引 理 5.1 已 知 函 数 E(x,，x,)E€C? 级 是 定义 在 西域 
D 内 陛 假 设 Hessian 短 阵 
9°E 


2X i Xi 


( 


(x1x3)—— (u,v), 其 中 下; (5.1) 


著 X，Y 是 D 中 两 个 不 同 的 点 ， 它 们 在 映射 (8 1) 盏 的 象 点 
为 U，V。 则 向 量 y 一 x 与 ?一 u 必 满足 方程 2 
(vy—u)(y—x)>0 (5,2) 
证 明 : 令 G(t)=E(ty+ (1 一 t)x),，0 <t&1， | 
Gt)= SE ae 
落 且 
xX(yi~xi)(yi—xi)>0, 0<tel 
因此 G1)>G 0) 或 2V 1(y 1 一 x1)>Zui(y; 一 x1)， 


这 就 证 明了 (5.2) 式 成 立 。 
引 理 5.2 (Lewy( 1 ]) 车 映射 


(xX1, Xa) 一 一 人 1 £s) (5.3) 


是 在 引 理 5 .1 假设 下 根据 &; (x1，x2) 二 x ,十 ti(x1，xs) 定 
义 的 ， 其 中 ui(x，xy) 如 (5,1) 所 定义 。 则 对 D 中 任意 两 
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个 不 加 点 xz 与， 它们 的 象 点 三 和 必须 满足 
(NE)(y—x)>|y—x)’. (5.4) 


证 明 ， 因 为 4 一 8=(7 一 x) 十 (v 一 u)， 丁 是 利用 (5.2) 
式 即 可 证 得 上 式 。 
”推论 在 上 述 引 理 相 同 的 假设 下 ， 则 以 下 不 等 式 成 立 。 


In—E|>ly~—x! (5.5) 
证 明 ， 根 据 柯 西 一 许 瓦尔 兹 (Cauchy 一 Schwary ) 不 


(mtE):(y~x)|l<ln~-Elly—x|, 
把 它 用 于 (5,4) 即 证 得 (5.5) 式 成 立 。 

引 理 5.5 利用 前 面 几 个 引 理 的 记 法 ， 再 设 D 是 圆 盘 
xi 十 2<R-， 则 映射 (5.3 ) 是 区 城 D 到 区 城 A 的 微分 同 
是，A 为 含有 以 5 0 ) 为 圆心 ，R 为 半径 的 圆 之 区 域 。 

证 明 ， 因 为 E(x,，x;)EC: 级 ， 所 以 映射 (5.3) 是 连 
续 可 微 映射 。 若 x(t) 是 了 内 一 条 可 微 曲 线 ， 它 在 映射 (5 .3) 
下 的 象 为 Et)， 则 出 《5.5 ) 式 可 见 。|& Ct)1>>1x (4) 1。 
因此 ， 映 射 《5.3 ) 的 雅 可 比 行列 式 处 处 大 于 1 ， 于 是 映射 

(5.3 ) 是 局 部 微分 同 胚 的 ,而且 由 “(5.5 ) 式 可 知 ， 映 射 
《5,3) 是 一 对 一 的 喘 射 ,所 以 也 是 到 域 A 上 的 整体 微分 同 晨 
下 面 要 证 明 A 必 会 有 使 得 15 一 5 0 )|] <R 成 立 的 所 有 点 。 若 
和 A 是 整个 平面 ， 此 结论 显然 成 立 。 否 则 ， 在 A 的 余 集 里 必 存 
在 一 点 &， 它 与 E( 0 ) 间 的 距离 最 短 ， 设 E( 中 是 A 内 趋 于 的 
一 个 点 列 ，x( 纪 是 在 D 内 的 相应 点 列 ， 那 么 x(5) 的 任 一 聚 点 
都 不 会 在 D 内 。 和 否则 ， 因 为 此 聚 点 的 象 点 是 上 ， 这 就 与 三 不 
在 区 域 A 内 矛盾 了 。 王 是 当 k 一 co 时 ，|x!*| 一 R 而 县 根据 
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(5.5) 式 可 知 |&0) 一 8(0)| 之 jx! 中 |， 由 此 可 见 18 一 &(0)1 
引 理 证 毕 。 
引 理 5.4 设 f(x,，x:) 是 极 小 曲面 方程 (3.10) 当 
x+ 十 xX2<R-* 时 的 解 ， 若 仍 利 用 记号 (3.8) 及 (4.12) ， 则 
由 《4,13) 式 所 定义 的 映射 (x 1，x;) 一 (&1，&,) 是 一 个 到 
域 A 上 的 微分 同 胚 ，A 为 包含 以 EC0 ) 点 为 中 心 R 为 半径 的 辐 
的 区 域 。 
证 明 ， 由 方程 (4.12) 可 见 ， 在 辐 盘 xi 十 攻 <R: 内 存 
在 涛 函数 己 (xi ， Xy )， 它 满足 
各 -和 
则 已 (x:，xs*)EC 级 ， 而 且 由 (3,12)、(3.,13) 及 (4.12) 
可 知 


一 G (5.6) 


22E 1 十 ip|: 
一 一 二 一 > 


XI 


det_aE oF, G) 


一 ] 
xi i9Xi 3(Xi, Xi ) ’ 


所 以 函数 上 (x,，x,) 有 正定 的 Hessian 和 矩 隆 ， 于 是 就 可 利 
用 引 理 5 .1 一 一 引 理 5.3。 但 是 根据 (5.6 ) 又 知 ， 若 在 映射 
(5.3) 中 到 函数 u(xi，x,) 为 E(x,，X,) 则 它 恰好 就 是 映 
射 《4.13) 。 因 此 ， 直 引 理 5.3 可 立即 证 得 引 理 5.4。 

引 理 5.5 设 在 区 域 D 内 f(x1，xs)EC! 级 , 于 是 一 个 
实 值 务 数 ， 则 曲面 s ，xs 二 f(x ，Xxs) 为 平面 的 充 要 条 件 是 
存在 一 个 非 奇 异 的 线性 变换 (ui ，ay) 一 (xi，xs) 使 得 ul， 
us 是 3 的 等 温 参 数 。 

. 证 明 ， 假 定 u,，u; 是 项 人 面 S 的 等 和 温和 参数 。 那么 ， 我 们 会 
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看 到 ， 由 于 假设 xi ， KX? 是 ui， Us 的 线性 函数 ， 所 以 在 用 公 
式 《4.6) 引进 函数 (5) (KE=1，2，3) 时 ， 可 得 由 、 中 ， 必 
为 常数 。 而 又 由 公式 〈4.9) 知 中 也 必须 为 常数 ， 这 就 意味 
着 x 关于 tu 、us 的 斜率 为 常数 ， 关 此 ， 头 于 xx ，xs 的 斜率 
fx ，Xy 一 Ax 十 Bxy, 十 C 
反之 ， 车 亢 数 【(x;，xs) 具 有 上 述 这 种 形式 ， 则 容易 写 
一 个 能 得 出 等 温 坐 标的 明显 的 线性 变换 。 例 如 ， 可 今 ， 
Xi =AAU 二 Bus, xo=ABu — Au,, 
bi M2 1 
RN AFB: 
定理 5.1 《Osserman( 7)) 设 fx，xs) 是 极 小 曲面 
方程 (2.8) 在 整个 xi ，xs 平 而 内 的 解 ， 则 存在 着 非 奇 异 线 
XUi， 
(5.7) 
Xy 一 auli 十 bu, ， b>0,， ; 
使 得 Ui Uy 是 HIxrx 一 fre(xi， xy)， 上 一 3，…， nj 下 定义 的 
曲面 S 的 〈 整 休 ) 等 温 参 数 。 
推论 1 (Bernstein( 3 )) M4 n=3 时， 在 整个 x,x; 平 
面 内 极 小 昌 曾 方程 只 有 平 几 解 ， 而 是 f 古 x1，x， 的 线性 也 
数 。 四 
推论 2 在 爹 平 而 内， 方程 《2.8 ) 的 有 界 解 必 是 党 
数 《〈 对 于 任意 的 na) . 
推论 3 设 fxi，xs) 是 方程 (2.8 ) 在 全 平面 内 的 
解 ， 由 | 
39 


~ 
xx 一 fx(ul， us), k=3, 和 (5.8) 


定义 的 曲面 S 是 通过 把 曲面 S$ 用 (5.7 ) 所 给 的 等 温 参 数 来 
表示 后 而 得 到 的 ， 则 函 数 


"we 
~ 2f ,2f 
= ti k=3, .…, 1 (5.9) 
au, Buy 


在 整个 ui， tas 平 而 内 是 u 十 iu 的 解析 函数 ， 浆 满足 
之 由 一 一 ! 一 C5 c 一 8 一 ib， (5.10) 


反之 ， 已 知 任 一 复 常数 c= 二 a 一 ib， 其 中 b 守 0 及 某 些 满 
是 条 件 (5.10) 的 ti 十 ius 的 整 函 数 蜗 ，…， 听 ， 则 可 利 


用 方程 65.5) 依 定 调和 区 数 和 Cv,， ve)。 欠 后， 再 从 公式 
(5. 7) 把 ui， us 作为 X11» X? 的 函数 代入 方程 (5. 8) ， 
证 能 介 到 可 人 而 广 和 (28) 的 一 个 定义 在 才 个 xx 
平面 上 的 解 。 

推论 1 的 证 明 ， 此 推论 可 由 定理 5,1 及 引 理 5,5 直接 证 
得 。 

推论 2 的 证 明 ， 出 引 理 4.2 可 知 ， 每 个 zy, k=3，…，n 
在 整个 u,，u 平面 上 均 为 ui，u 的 有 界 调和 函数 ,, 因 此 是 
常数 。 

接 论 3 的 证 明 ， 术 据 〈5.7) 六 利用 以 下 事实 


ib， 
2u1 ty 
2 


于 是 可 知 此 推论 是 引 理 4.3 的 直接 结论 。 
定理 的 证 明 ， 我 们 仍然 利用 映射 (4,13) ， 只 不 过 现在 
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假设 它 定义 在 整个 x: ，xs* 平 面 内 ， 根 据 赴 理 5.4， 此 映射 是 
由 x1，X: 平 面 到 整个 8&,，5; 平面 的 向 分 同 朋 。 从 〈4.14) 可 
知 |， 在 由 xrk= 一 fr(xi， Xy )， k=3, "os ni 确定 的 曲面 S 上 ， 
(5&1，&2) 是 等 温 参 数 ， 根 据 引 理 4.3， 也 数 
. 2 ， 2 
中 (5)= se i 1 k=1, ,1 
本 何等 起 


+ 3(x1, XxX,) 
tb $1) = 58 


由 于 右边 的 雅 可 比 行列 式 始终 为 正 ， 所 以 首先 可 得 到 中 
pm: 处 处 不 为 零 ， 进 而 可 得 


Ln- y= ov |: Ia{ 中 中 :}》<0。 


四 


p=eps c=a-ib, b>0。 (5.10 
比较 方程 (5.11) 的 实 部 和 虚 部 得 
3X, _ 9X1 _ | OX 
a6 aE 36,’ 
(5.12) 
9X, | IX1 | aX 
1 


汪汪 ， 此 处- 、 
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基 柯 西 一 一 梨 晤 (Cauchy 一 Riemanna) 方程 ， 它 老 朋 十 
ius :是 十 让 ;的 复 解 析 函 数 ， 但 是 根据 引 理 4,5 可 知 这 就 说 
当 (wi，us) 也 是 等 漫 人 参数， 定理 证 毕 。 

要 注意 ，in 二 3 时 ， 册 公式 (5.6) 负 各 义 的 现 数 EG; 
xs) 是 出 EE。Heinz 引进 的 。 ( 见 Jorgens (1) ，p,133) 
但 是 把 此 函数 用 到 Lewy 引 理 中 的 映射 (5.3 ) 上 ， 从 而 使 
Bernstein 定理 有 较 简 单 的 证 明 却 要 归功 于 Nitschel1，2)。 
推论 3 的 作用 在 于 它 对 于 极 小 曲面 方程 (2.8) 在 整个 x,，x。 
平面 上 的 所 有 解 提 供 了 一 种 表示 的 方法 ， 我 们 比较 感 兴趣 的 
是 深入 地 研究 n=4 的 情况 。 正 如 在 第 2 节 末 已 看 到 的 ， 除 
有 线性 平 几 解 ft 以外， 还 有 以 下 形式 的 解 ， 

fs 二 if,=g(z), z=X| 十 1x,， (5.13) 


式 中 g 是 三 的 解析 函数 。 对 任意 整 函数 g(z)， 方 程 〈5.13) 
在 整个 Xl Xs 平面 内 确定 了 极 小 曲面 方程 的 一 个 解 。 洛 令 


fa—ifs=g(z) (5.14) 
也 有 辕 梓 疆 论 。 想 据 定 瑞 5 .1， 对 每 个 整体 解 fs (x,，x;)， 
f,(x;，xs) 相应 地 有 一 -个 变换 (5 .7) 及 满足 

中 ?十 中 三 一 d， d= 二 1 十 c? (5.15) 


的 整 函数 证 (w)， 各 (Ww)， 其 中 w= 十 iu。 。 下 面 分 两 种 
情况 讨论 ， 首 先 ， 若 c 二 i ， 则 方程 (5.10) 变 成 


Led 


由 十 中 [一 0， a 一 0，b 一 土 1， (5.16) 
于 是 变换 (5.7 ) 不 是 蛋 等 变换 就 是 反射 变换 ， 既 w= 二 z 怠 
w 二 Z。 从 方程 (5.16) 可 推 得 中 ,== 土 囊 ;， 它 等 价 于 fs 十 if。 
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是 z 和 = 的 解析 函数 。 所 以 ，c= 二 i 这 种 情况 恰好 对 应 了 特 
殊 解 (5.13) 和 (5.14) ， 第 二 种 情况 ，c 去 +i， 此 时 可 把 
方程 (5.5) 写成 


(中 :十 训 ， )( 中 一 中 )= 一 d d*0 (5.17) 
的 形式 ， 因 此 等 式 左边 的 每 个 因子 都 不 能 为 零 。 特 别 因为 函 
数 让 。 一齐 ,是 不 恒 为 零 的 整 函数 ,因此 关于 某 个 整 函数 HOw) 
它 可 写成 以 下 形式 

中 让 =en")， 
而 根据 (5.17) 可 得 

中 +i$4=—de- H(w) 
综合 这 两 个 方程 可 得 


"vy 


$s = (eH —de- H(t")), 
和 
$1= (ed(") 十 derRt) (5.18) 


这 样 就 确切 地 给 出 了 当 n=4 时 ， 在 整个 x,，x, 平 面 上 都 
有 意义 的 极 小 曲面 方程 的 所 有 和解。 这 些 解 可 取 (5.13) 或 
(5.14) 那 种 特殊 形式 ， 或 者 通过 取 形 如 (5.7 ) 的 任意 线 
性 变换 池 把 常数 4 一 1+ (a 一 训 ) 与 猎 意 丈 务 数 HCY) 一 起 代 
入 (5.18) 而 得 到 。 

下 面 举 一 个 人 六 便于。 在 (5.7) 式 中 到 a=0，bm2 
及 HCw)==w， 则 


0 个 1 vew -w 
和 1 一 Vi Xs 一 -29 中 s 一 (4e 一 3e vv)， 


个 


中 一- (e"+30"), . 
zx =Re | $dw= os 
这 样 驶 得 到 了 非 参 数 式 曲面 


| 
Xs 二 


Xo /x x | 
1 一 
9 CDS 9 (e 3e-x1)， 


1  ， - 
X14= sin (er de 71), (5.19) 


通过 直接 计算 可 以 证 明 ， 它 是 n=4 时 极 小 曲面 方程 的 一 个 
软体 解 ， 随 着 今后 进行 更 一 般 的 研究 ， 这 种 曲面 是 一 人 他 
用 的 例子 。* 见 (PpP.124) 


$6 参数 曲面 ， 整体 理论 


在 前 一 节 里 ， 夭 助 丙 个 坐标 x,，x， 使 得 整个 曲面 有 了 
再 参数 化 。 基 于 这 种 特殊 情况 ， 使 我 们 能 得 出 一 些 整 体 结 
果 。 在 一 般 情 况 下 ， 曲 面 仅仅 被 一 些 邻 域 所 覆盖 着 ， 其 中 每 
个 邻 域 都 能 粮 照 第 ! 节 所 研究 的 那 种 方式 再 参数 化 。 因 此 ， 
为 研究 整个 曲面 ， 首 先 要 给 出 一 些 严格 的 定义 。 先 回顾 一 下 
有 关 可 微 流 形 的 某 些 概念 。 

定义 ”一 个 an 维 流 形 是 一 个 豪 斯 道夫 (HausdorffTj 窑 


| Md 见 附录 3，2 2。 
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间 ， 且 每 点 有 一 邻 咸 辣 是 于 匡 " 的 一 个 区 域 。 
: 且 维 流 形 的 图 册 A 是 一 组 三 元 集 (R。，O。，F。) ， 其 中 
及 是 已 "内 的 域 ,0。 是 M 上 的 开 集 ，F。 是 到 O。 上 的 同 胚 喘 
射 ; 而 且 所 有 9。 的 并 集 等 于 M。 得 一 个 三 元 集 称 作 一 个 图 
册 ， | 

加 果 流 形 M 基 有 一 个 图 期 ， 其 每 个 变换 Fi!1oF ge 都 保持 
一 个 定 癌 ， 则 称 M 是 可 十 向 的 流 形 。M 的 一 个 定向 也 谨 是 具 
有 这 种 性 质 的 图 期 的 一 个 选择 。 

M 上 的 C' 级 结构 是 一 个 图 册 ， 关 于 这 个 图 册 ，FzroFe 
€&C: 级 ，M 上 的 共 形 结构 也 是 一 个 图 册 ， FiloFp 关于 这 
个 图 所 是 一 个 类 形 映射 。 | 

;，“ 洋 ; 这 里 的 “ 共 形 ” 指 的 是 “严格 共 形 ”。 因 此 ，M 上 
的 区 形 结构 自然 规定 了 M 的 一 个 由 向。 

设 M 是 一 个 有 C' 级 结构 A 的 n 维 流 形 ， 疡 是 一 个 有 C7 级 
结构 人 的 本 维 党 形 。 映 射 6 M 一 一 Mi。 如 果 对 于 每 个 映射 

$B! ofoF, ECs 级 ，(pb 委 rr)， 则 称 工 是 cp 级 缺 射 ， 用 TEC 
员 p<r 来 表示 。 

”特别 要 注意 ， 在 E* 内 有 一 个 典型 的 Cr 级 结构 (r 为 任意 
数 ) ， 它 的 图 册 A 是 由 一 个 简单 的 三 元 集 ， Re 一 Os。=E"、 
BE 为 恒 等 映 射 组 成 的 。 

.定义 E* 内 的 C 级 册 耐 s 是 一 个 2 维 流 形 M， 它 具有 C 
级 结构 及 C" 级 映射 X(p); M 一 一 

设 S 是 E" 内 的 C' 级 曲面 ， A 是 相伴 于 2 维 流 形 M 上 的 


结构 ，R。 是 4 平面 内 的 区 域 ，Re 是 平面 内 的 区 域 ， 
Ps 与 映射 x<(p) 的 复合 映射 是 映射 x(1)， Re 一 一 E"。 如 此 
定义 的 渴 面 就 是 在 第 1 节 中 所 给 出 的 局 部 曲面 。 相 应 的 映射 
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x(T)，Rs 一 一 上 ?就 靖 定 了 一 个 山 x(m) 通 过 参数 变换 u( 立 ) 
二 FitoFe 而 得 到 的 局 部 则 面 。 因 此 临 面 的 所 有 与 参数 无 关 
的 局 部 性 质 ， 显 然 对 于 按 上 述 定义 所 给 的 整体 曲面 也 是 具备 
的 。 特 别 是 ， 若 用 (po。，x(po)) 表示 曲面 S 上 的 点 ， 基 中 
po 为 流 形 M 的 点 ， 于 是 同样 可 论述 曲面 5 在 点 (po，x(po》》 
是 正则 的 、 遇 而 $ 在 点 (x。，xCpo》) 的 切 平 而 或 于 均 出 率 向 
量 等 等 。 

为 简便 起 见 ， 训 以 用 流 形 M 的 整体 性 质 及 二 又 面 谭 的 
整体 性 质 。 因 此 ， 藻 流 形 M 是 可 定向 兹 则 称 曲面 $ 是 可 定向 
的 ，S 的 一 个 定向 也 就 是 M 的 一 个 定向 。 类 似 地 还 可 定义 山 
面 S 的 拓扑 性 质 ， 例 如 。S 是 紧 致 的 、 连 通 的 、 单 连通 的 等 
生 。 信 后 将 夫人 记 有 的 和 而 下放 洒 昌吉 定 南 的 于 在 证 
中 都 将 遵循 这 一 规定 。 显 然 ， 如 果 曲 面 不 连通 ， 风 可 分 别 研 
光 每 个 连通 分 支 ， 它 也 是 一 个 本 面 。 至 也 不 可 证 :向 曲面 也 是 
令 人 感 兴趣 的 ， 特 别 是 其 中 的 不 可 定向 极 小 曲面 。 在 分 析 上 
出 现 的 这 些 曲面 是 通过 一 些 明显 的 公式 而 得 到 的 初等 曲面 ，， 
例如 ， Henneberg 曲面 ( 见 Darboux[1]，8226) 。 而 
从 物理 上 来 看 ， 这 种 曲面 就 是 周 界 为 简单 闭 曲 线 的 莫 比 乌 
(Mobius) 带 形 皂 膜 曲 面 ( 见 Courant( 2 ) 第 四 章 )。 员外， 
由 初等 拓扑 可 得 以 下 结论 : 对 于 每 一 个 不 可 定向 的 C' 级 流 形 
M 相 应 地 有 一 个 定向 的 C: 级 流 形 这 及 一 个 C" 级 映射 8，M 
一 一 M， 使 得 g 是 局 部 微分 同 是 ， 和 而 且 M 中 每 个 点 的 道 象 为 
这 的 两 个 点 。 于 是 对 于 每 一 个 不 可 定向 曲面 Xp )，M 一 一 
E” 就 对 应 了 一 个 定向 曲面 X( 字 )， 信 一 一 Er， 其 中 X(TD) 
= X(g(P)) 。 莫 且 ， 不 可 定向 曲面 的 许多 性 质 可 以 家 接 通 
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过 定 回 卓 击 的 相 地 性 质 得 到 。 特 别 是 ， 本 概论 只 介绍 不 可 定 
向 极 小 曲面 的 这 类 性 质 。 

定义 EE" 内 一 个 正则 C? 级 曲面 ， 潜 在 每 一 点 它 的 平均 
曲率 向 晤 为 零 ， 则 称 它 为 极 小 曲面 。 

引 理 6.1 设 $ 是 由 E" 内 的 映射 X(p)，M 一 一 EB" 记 定 
义 的 正则 积 小 曲面 ， 则 S 导出 了 M 下 的 一 个 共 形 结构 。 

证 明 ， 按 照 前 面 的 约定 ， 假 设 5 为 可 定向 曲面 ，A 是 M 
的 一 个 定向 图 期 ， 信 是 所 有 三 元 集 ( 仿 ， 人 6，。) 的 集合 ， 
甚 中 也 是 平面 域 ，G 是 M 上 的 开 集 ， 访 是 应 到 仿 的 同 胚 观 
射 ，Fe- fo 信保 持 同一 定向 ， 藻 且 XoF， 信 一 一 E” 俏 定 
了 一 个 具有 等 温 参 数 的 局 部 曲面。 

根据 引 理 4.4，@ 的 并 集 等 于 M， 所 以 信也 是 M 的 一 个 
图 册 ， 和 再 根据 引 理 4.5 可 知 ， 每 一 个 全 -of 都 是 共 形 的 。 
因此 全 就 确定 了 M 的 一 个 共 形 结构 。 
要 注意, 一般 讲 ， 按 这 种 方法 在 曲面 上 引进 共 形 结构 是 
极 容易 实现 的 。 因 为 曲面 5 的 低 阶 可 微 性 这 个 条 件 就 能 保证 
局 部 等温 参数 的 存在 ， 然 而 在 一 般 情况 下 局 部 等 温 参数 存在 
性 的 证 明 却 是 很 困难 的 。 

以 下 研究 儿 个 与 共 形 结构 有 关 的 基本 概念 。 首 先 要 注 
意 ， 若 M 有 共 形 结构 ， 那 么 就 可 以 给 所 有 那些 在 共 形 映射 下 
不 变 的 概念 下 定义 。 特 别 是 ， 可 以 研究 流 形 M 上 的 调和 及 次 
油 和 函数 以 及 出 这 种 流 形 M 到 另 一 个 流 形 X 的 《〈 复 ) 解析 映 
射 。 流 形 M 上 的 亚 纯 函数 是 M 到 黎 曼 球 的 复 解析 映射 。 而 在 
Es 内 ， 可 以 把 具有 共 形 结构 的 单位 球 |x|=1 定义 为 黎 曼 
球 ， 这 个 共 形 结构 是 由 一 对 映射 ; 
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FE， X={ 2 2 wj 一 
机 (1 jw|?:+1? J 


一 4 十 gty 1 46.1) 
及 
Fa X=( 2 ,A ), 
MA [wl*+l [wl?+1 和， 


确定 的 。 映 射 下, 称 作 由 点 (0.，0 ，1 ) 出 发 的 球 极 平面 刘 
影 ， 它 的 象 是 除 这 个 点 以 外 的 整个 球 。 显 然 ， 鼎 射 FT 为: , 
Fi': W= itixs, ‘(6.3) 


] 一 和 3 
FitoFs， W== 、 就 奶 由 0 之 | 六 | 之 oo 到 0<<|W|<oo 上 的 
W 


共 形 映射 。 

定义 ， 没 M 是 一 个 一 维 流 形 ， 它 具有 由 图 其 A= {RR。 
O。，F。} 定义 的 共 形 结构 ， 则 E” 内 的 广义 极 小 曲面 S 是 一 
个 非常 值 映射 X( pb )，M 一 一 E'",， 它 使 得 每 个 誉 标 梢 数 义 : 
(p) 都 是 M 上 的 调和 函数 ， 而 且 | 


Ht(t)= 0, 
此 处 令 
3h: _ .2h 
PX Eee)), 0 158， 
5 一 十 让 (6.4) 
(a 为 任意 数 ) 
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关于 这 个 定义 ， 须 进一步 作 以 下 说 明 ， 

首先 ， 若 5S 为 正则 极 小 曲面 ， 则 利用 由 引 理 6.1 所 定义 
的 那 种 共 形 结构 六 根据 引 理 4.3 可 知 ，S 同时 也 是 一 个 广义 
极 小 曲面 。 因 此 广义 极 小 曲面 的 理论 也 包括 了 正则 极 小 曲面 
的 理论 。 另 一 方面 ， 如 果 S 是 广义 极 小 曲面 ， 那 么 因为 x(p) 
为 非常 值 映 射 ， 所 以 至 少 有 一 个 函数 x (Pp) 是 非常 值 函 数 。 
这 就 表明 相应 的 解析 函数 hx(5) 最 多 可 能 有 孤立 的 零点 ， 内 
此 方程 


i=0 (6.5) 


最 多 在 孤立 点 成 立 。 那 么 ， 再 根据 引 理 4.3 ， 若 把 曲面 S 上 
这 样 的 孤立 点 去 掉 ， 镜 下 的 曲面 就 是 正则 极 小 曲面 了 。 使 方 
程 (6.5) 成 立 的 这 些 点 称 作 曲面 的 枝 点 。 如 果 研 究 当 na 一 2 
时 的 广义 极 小 曲面 的 定义 就 会 发 现 ， Xl 十 ixs 或 者 x, 一 ix， 
是 非常 值 解析 函数 f(&)， 使 (6.5) 成 立 的 点 也 就 是 在 经 典 
意义 下 ， 逆 映射 的 枝 点 ， 是 使 得 f' (8) 二 0 的 点 ， 泊 1 为 任 
意 数 时 ， 正 则 极 小 幅面 与 广义 极 小 曲面 之 间 的 区 别 在 于 是 否 
可 能 有 孤立 的 枝 点 ， 在 用 这 种 方法 去 展开 对 这 类 曲面 研究 时 
恰好 有 正好 相反 的 两 种 观点 ， 一 方面 人 们 很 想 证 明 一 些 适 合 
于 正则 极 小 曲面 的 定理 。 但 是 ， 到 目前 为 止 所 证 得 的 定理 却 
只 适用 于 广义 极 小 曲面 *， 经 典 的 Plateau 问 题 就 是 一 个 最 好 
的 例子 。 另 一 方面 ， 有 许多 定理 薄 不 受 枝 点 存在 性 的 影响 ， 
因此 可 以 对 广义 极 小 湖面 证 明 这 些 定理 。 下 面 举 一 个 例子 。 

引 理 6.2 广义 极 小 曲面 不 可 能 是 紧 致 曲面 。 

证 明 ， 设 5S 是 由 上 映射 x(p)，M 一 Er 定义 的 广义 极 小 曲 


。 见 附录 3，1。 
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面 。 那 么 ， 每 个 坐标 函 函数 xM(P) 是 M 上 的 调和 函数 。 落 M 为 
时 天光 ”出 xi(P) 就 能 这 色 其 最 大 值 ， 因 此 它 是 需 攻 ， 这 
就 与 已 知 x(p) 是 非常 数 矛 盾 。 

一 般 讲 ， 在 进行 关于 广义 极 小 曲面 的 研究 时 ， 要 注意 术 
点 本 身 的 精确 性 质 确实 可 作为 一 个 研究 课题 。 有 关 这 方面 的 
研究 结果 参见 Bers{ 2 ) 及 Chen 1 )。 - 

为 简便 起 见 ， 作 以 下 约定 ， 除 了 以 下 两 种 特殊 情况 ,我 
们 将 删 去 形容 词 “广义 的 ”、“ 正 则 的 ”， 而 把 它们 简单 地 
统称 为 “ 极 小 曲面 ”。 第 一 种 情况 ， 若 没有 适当 地 限制 ， 则 
结论 就 会 不 正确 ， 第 一 种 情况 就 是 我 们 想 强 调 所 讨论 的 中 而 
是 “正则 的 ”或 “广义 的 ”这 个 事实 。 

下 面 简单 地 讨论 一 下 黎 曼 流 形 ，， 本 

定义 ， 设 M 是 一 个 具有 由 图 册 A= {R。，O。。F。} 和 确定 的 
C: 级 结构 的 微分 流 形 。 所 谓 M 上 的 一 个 歼 曼 结构 或 者 说 一 
个 Cs 级 黎 曼 度量 是 指 矩阵 G。 的 集合 ， 而 Gr 的 元 素 是 0 上 的 
Cr 级 冰 数 ， 其 中 0<q<<r 一 1 小 目 在 全 一 一 点 扰 阵 Go 是 正定 
的 ， 另 一 方面 车 对 任意 的 a，B 都 能 使 映射 w(T) 一 一 Fr-:oF 
为 确定 的 映射 时 ， 关 系 式 


Gp= UTG,U - ee 

必须 成 立 ， 式 中 U 是 变换 PzioFs 的 雅 可 比 和 矩阵。 

M 上 的 一 条 可 微 曲线 就 是 实 直线 上 的 色 间 (a， b) 到 M 内 

的 一 个 可 微 映射 。 | 
昌 线 p(t)， 3<tSb 入 于 已 知 黎 曙 度量 的 长 度 | 


[hat z 7) 
来 计算 。 在 这 里， 对 每 个 (a<tob) ， 训 选 一 个 0 使 得 
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B(to)EO.， 划 县 当 t+ 充分 接近 to 时 ， 设 


hb=( ST gi(pCbD)afCbuaf(D) 二 ， 
isi=1 . (6 8) 
Gu 一 (&:; i 
式 中 贝 ，t 为 R。 内 的 吾 标 。 根 据 〔6.6) 可 知 h(t) 的 定义 与 
0O. 的 选择 无 关 。 

已 知 由 非 负 实数 到 M 内 的 连续 映射 p(t)， 若 对 M 的 每 个 
紧 致 子 集 Q， 存 在 一 个 实数 tu， 使 得 当 t>te 时 p(t) EQ， 
则 称 p(t) 是 M 的 发 散 路 径 。 

党 发 散 路 径 是 可 微 的 ， 则 定义 它 的 长 为 


全 abdb (6.9) 


式 中 的 h(t) 仍 按 (6 .8) 式 确定 。 
定义， 对 于 流 形 M 上 前 每 条 可 微 的 发 散 路 径 ， 如 果 积 分 
(6.9) 是 发 散 的 ， 则 称 M 关于 已 知 的 黎 曼 度量 为 完备 流 
形 。 
1931 年 Hopf 和 Rinowf 1 ] 首先 开始 研究 完备 黎 曼 流 
形 。 自 那 时 起 ， 这 个 课题 就 开始 被 广泛 地 研究 起 来 。 在 全 面 
地 研究 具有 黎 曼 度量 的 流 形 时 ， 众 所 公认 “完备 性 ”这 一 概 
念 是 最 有 用 的 。 本 概观 的 宗旨 之 一 就 是 要 详细 地 研究 完备 极 
小 曲面 的 结构 。 首 先 作 以 下 几 点 论述 ; | 
假设 在 E 内 由 映射 x(p)，M 一 一 E* 确 定 了 一 个 C: 级 曲 
面 ， 则 此 映射 在 流 形 M 上 导入 了 一 个 黎 曼 结构 。 对 每 个 a， 
令 xCu) 一 X(Eou))， 王 定义 抢 阵 Go 的 元 素 为 


gi 2 (6.10) 
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于 是 看 出 方程 〈6.6) 实际 是 方程 (1.8) 的 推论 。 在 S 的 每 
个 正则 点 处 ， 和 皇 阵 G。 是 正定 的 。 于 是 对 于 EB" 内 的 每 个 正则 
曲面 S 就 对 应 了 一 个 二 维 歼 曼 流 形 M。 如 果 M 关 于 出 (6.10) 
人 量 是 完备 的 流 形 ， 则 称 5 为 完备 曲面 。 

是 广义 极 小 曲面 ， 则 存在 着 一 些 孤 立 点 。 在 这 些 
0 着 洽 定 的 矩阵 是 非 正 定 和 矩阵 ， 而 由 
《6.8) 所 定义 的 函数 h(t) 却 仍然 是 非 负 函数 ， 它 不 依赖 于 
a 的 选取 。 如 果 对 每 一 条 发 散 路 径 ， 积 分 (6.9 ) 发 散 ， 那 
么 可 认为 5 是 完备 曲面 。 

最 后 再 回忆 一 下 有 关 二 维 流 形 理 他 的 某 些 基本 事实 以 结 
来 本 节 。 

首先 ， 每 个 二 维 流 形 M 有 一 个 万 有 莉 盖 曲面 ， 它 出 单 连 
通 二 维 流 形 轩 及 映射 x ， M 一 一 M 组 成 。 映 射 + 有 以 下 性 
质 。M 的 每 一 点 有 一 个 邻 域 V， 使 得 映射 < 在 每 个 xx(v) 
的 分 量 上 的 限制 是 一 个 到 Y 上 的 同 胚 。 更 因为 映射 元 是 局 部 
同 胚 ， 所 以 根据 M 上 的 结构 是 C: 级 的 、 共 形 的 、 获 曼 的 等 


等 就 可 诱导 出 ML 相应 的 结构 。 不 难 证 明 ，M 关于 已 知 黎 曼 
度量 为 完备 流 形 的 充 要 条 件 是 M 关 于 诱导 的 黎 易 度 证 为 完 和 


流 形 。 
其 次 ， 假 设 5 是 由 映射 x(p)，M 一 一 了 确定 的 极 小 


耐 ， 那 么 同时 也 能 得 到 一 个 单 连通 极 小 曲面 S， 称 它 为 $ 的 
万 有 效 关 册 桓 。 它 是 通过 复合 映 盟 X(x(? ))。 久 一 -区 


定 的 。 可 见 ，S 是 正则 曲面 当 且 仅 当 S 是 正则 曲面 , : S 是 完 
备 曲面 的 充 要 条 件 为 S 是 完备 曲面 。 因 此 ， 关 于 极 小 曲面 的 
许多 问题 只 要 通过 研究 单 连通 极 小 曲面 就 可 解决 。 因 为 在 单 
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连通 极 小 曲面 的 情况 下 可 简化 为 以 下 重要 引 理 ， 
计 理 6.3 每 个 单 连通 极 小 曲面 S$ 有 一 和 x(E) ， 
一 一 了 ”形式 的 再 参数 化 。 其 中 D 或 者 是 单位 贺 全 J 
者 是 整个 平面 。 
证 明 ; 设 S 是 由 x(p)，M 一 一 下 ”定义 的 曲面 ， 出 疆 理 
6.2 可 知 M 为 非 紧 致 流 形 。 又 电 开 oebe 单 值 化 定理 例如， 
见 Ahlfors 及 95ario [11 下，11，G) 可 知 M 共 形 地 等 价 于 
弟 位 圆 盘 或 平面 。 于 是 ， 再 通过 复合 映射 ，D 一 一 M 一 一 民 


最 后 ， 再 介绍 几 个 用 于 区 分 引 避 6.3 中 单位 圆 盘 或 整个 
平面 的 术语 。 


如 果 在 有 共 形 结 梅 的 二 维 流 形 M 上 存在 一 个 非常 数 的 、 
负 的 次 调和 嚼 数 ， 则 称 M 为 双 册 型 流 形 ， 否 则 就 称 作 地 物 型 
流 形 。 函 数 RetE 一 1 表明 单位 圆 上 | 一 1 是 双 曲 型 的 。 不 难 
证 遇 整 个 平面 是 镍 物 型 的 。 

-曲面 的 共 形 结构 、 拓 扑 结 构 及 歼 曼 结 构 之 间 都 有 许多 相 
关系 。 而 且 以 后 我 们 还 会 看 到 ， 极 小 曲面 的 每 种 结构 对 于 
研究 晶 面 几何 性 质 都 是 很 有 用 的 。 


8 7 有 边界 的 极 小 曲面 


这 一 节 ， 要 研究 有 边界 极 小 油 面 的 一 些 性 页 。 鉴 握 绚 言 
所 提 到 的 一 些 理由 ， 我 们 对 Plateau 问题 就 不 再 作 深 关 仔细 
地 讨论 了 ， 但 小 不 排 斥 在 本 文中 简单 地 研究 有 关 这 方面 的 阅 
题 。 

定义 ; 车 流 形 M 上 的 点 列 Pi 在 M. 上 没有 清点 ， 出 称 它 
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为 发 散 点 列 。 

车 5 为 映射 x(p)，M 一 一 EE ”确定 的 极 小 曲面 ; 对 于 M 
上 的 所 有 发 散 点 列 P， 形 好 limx (pr) 的 点 集束 是 5 的 边界 
值 。 

注 ， 若 M 为 平面 内 的 有 界 域 ， 则 M 上 的 序列 P, 为 发散 序 
列 的 充 要 条 件 是 它 趋 于 边界 。 如 果 把 x(p) 扩充 为 闭 包 M 的 
连续 映射 ， 则 5 的 边界 值 就 是 M 的 边界 的 象 。- 

引 理 7.1 每 个 极 小 曲面 都 在 它 的 边界 值 的 凸 包 内 。 

证 明 : 设 5 为 由 x(p):，M 一 一 下 确定 的 极 小 曲 而 ， 假 
定 它 的 边界 值 包含 于 六 空间 


L(x) = Yaixi—b< 0 . 
Pe 


因为 函数 h(p) 一 L(x(p)) 为 M 上 的 调和 范 数 ， 所 以 由 最 大 
值 原理 可 知 ， 在 ME 上 h(p) 帮 0。 即 ， 若 令 suph(p)=m， 
则 可 选取 一 些 点 pi， 使 h(pi) 一 一 m， 如 果 pi 在 M 内 有 聚 点 
则 可 假定 函数 h(p) 在 这 点 达到 最 大 值 ， 因 此 此 函数 .是 常 
数 。 但 是 ， 阁 选 一 个 任意 的 发 散 序列 qe， 则 对 任意 的 k 必 有 
h(qi) 二 m 成立 ， 亲 且 1limh(qx) 志 0， 因 此 m0。 而 另 一 
方面 ， 如 果 Piy 是 发 散 的 ， 则 还 可 以 得 出 m=limbh (pr )<0。 
也 就 是 说 在 M 上 L(x(p)) 安 0， 所 以 曲面 S 在 半空 间 L(x) 
委 0 内 。 但 是 边界 值 的 目 包 是 包 合 它们 的 一 切 羊 空间 的 交 ， 
因此 S 在 这 些 交集 内 。 

: 引 理 7.2 没 在 平面 域 D 内 ，x(u) 确 定 了 以 4 为 等 温 参 
数 的 极 小 曲面 ， 则 浴 着 DD 内 任意 线段 ，x(u) 不 是 常数 。 

证 明 ， 因 为 在 一 个 正则 点 的 邻 域内 ，x(4u) 是 一 一 映 
射 ， 则 时 因为 即 估 有 枝 点 也 是 孤立 贞 。 这 就 能 立 即 得 出 结 
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论 。 | 
引 理 7.5 (反映 原理 ) 设 x(u) 是 定义 在 六 立 蕉 DD, 
lu| < 之 e，us >0 内 且 有 等 温 参 数 的 极 小 出 面 。 假 定 在 空间 内 
存在 一 条 直线 L， 使 得 站 4 一 一 0 x(u) 一 一 L。 则 x(u) 
可 以 扩充 为 定义 在 整个 圆 盘 1ul <s 由 的 】 文 豚 小 曲面 号 证 
被 扩充 的 曲面 是 关于 上 对称 的 。 
证 明 ， 通 过 的 旋转 变换 总 可 假定 直线 工 的 方 各 为 

xx 一 0，k 一 1，…，n 一 1。 于 是 可 以 通过 令 xue(ul，0) 一 0， 
Xi，Hz) 一 一 Xe(uls 一 tus) 来 扩充 函数 xx(u)， 上 = 一 1， 

， an 一 1 。 根 据 调和 范 数 的 反射 原理 ， 这 些 被 扩充 的 函数 
在 整个 贺 航 内 也 是 调 利 函数 。 因 此 ， 函 数 


4 2Xt 一 12Xt 
1 一 一 
ul Bus 


在 整个 同 盘 内 为 解析 酚 数 ， 剖 卫 在 实 轴 上 是 纯 说 数 。 帅 方程 


=], .nl 


bi=— ot 


看 到 中 可 连续 地 扩充 到 整个 实 轴 ， 而 且 在 实 轴 上 有 非 负 实 
数值 。 出 此 可 见 ，$。 也 能 连续 地 扩充 到 整个 实数 轴 北 且 只 
有 实数 伪 。 遂 过 积分 又 可 知 xz 也 可 连续 地 扩充 到 整个 实 轴 ， 
而 且 在 实名 上 axn/au: 一 0。 车 在 下 半 圆 盘 内 令 Xn (ui us,) 
二 xa(u1， 一 ts) 则 就 能 得 到 要 证 的 结论 。 

引 理 7.4 设 x(u) 是 定义 在 圆 仍 D 内 ， 具 有 等 温 瞧 数 的 
极 小 出 而 ， 划 注册 熏 的 低 豆 边界 听 ，x(a) 不 可 能 趋 了 一 个 
单 点 。 

证 明 。 如 果 x(u) 全 E 趋 本 一 个 单 点 ， 那 么 丝 ,过 预先 给 定 
的 、 出 图 盘 DD 到 上 半 平 面 的 共 形 映射 后 ， 就 可 以 利用 引 理 
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?.3 把 划 面 扩充 定义 到 实 轴 的 某 条 线段 上 去 。 于 是 在 这 个 线 
段 上 ，x(u) 是 常数 。 这 与 引 理 7.2 了 矛盾 。 

下 面 介绍 关于 具有 指定 边 史家 小 二 存在 性 的 本 定 
理 。” 

定理 7.1 (Douglas( 1 ]) 设 T 为 E 内 任意 一 条 约 当 
(Jordan) 曲线 ， 则 存在 一 个 以 为 边界 的 音 连 通 ) 义 极 小 
曲面 。 

在 此 ,我们 只 想 叙 述 证 明 的 要 点 ， 这 个 证 明 是 由 Courant 
(1，2) 作 了 重要 改进 的 。 同 时 ， 在 下 面 的 论述 过 程 也 参照 了 
Rad6( 3 ), Lewy( 2 ) 和 Garabedian( 1 ) 的 著作 中 的 一 些 见 
解 。 

我 们 首先 要 对 结论 作 精确 地 叙述 。 采用 以 下 记号 ， 

DD 表示 单位 圆 盘 ，ui 十 u < 

D 表示 闭 单位 圆锥 ，u 十 由 和 0 

C 表示 边界 ，u? 十 42 一 1 

于 是 定理 的 结论 可 叙述 为 ， 存 在 着 映射 x(u); DD 一 一 
FE" ， 使 得 ， 

.i ) x(u) 为 闭 单位 回 盘 D 上 的 连续 映射 ， 

ii ) 限制 于 单位 圆 盘 D 内 ， x(E) 为 极 小 曲面 ， 

iii) 限制 于 边界 C 上 ， x(u) 为 到 曲线 T 上 的 同 胚 。 

映射 xu) 是 通过 狄 里 克 雷 《Dirichlet) 积分 的 极 小 化 
方法 得 到 的 。D 内 每 个 C! 级 映射 x(p) 的 狄 利克 | 克 : 要 积分 可 记 


作 
pa- 人 [CD 人 aa 


。 见 附录 3，， 1 加 
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为 选 出 一 个 适当 的 映射 类 ， 使 得 狄 里 区 年 积分 在 此 映射 类 中 
取 到 最 小 值 。 我 们 来 研究 边界 圆 C 到 曲线 下 上 的 单调 映射， 
艺 若 沿 曲 线 C 按 正方 向 转 一 圈 则 映射 的 像 点 也 沿 曲 线 荆 按 给 
定 方向 转 一 峰 ， 多 评 映 射 将 C 的 一 些 弧 喘 射 为 了 的 一 些 单 
点 。 
给 定 约 当 曲线 下， 设 唤 射 类 了 为 具有 下 述 性 质 的 映 刘 
x(u)， DD 一 一 E: 的 全 体 ; 
a ) "x(u) 在 煞 阅 盘 了 内 汶 连 续 映 射 ， 
b) 在 国 胡 D 内 xtu)ED 级 ， 
CC) DGz)<cc 
d) 限于 边界 C 的 x(u) 是 到 基线 上 的 单调 映射。 
理 很 可 能 是 空 zs 集 ， 但 我 们 有 以 下 断言 : 
1， 车工 为 分 段 可 微 曲线 《特别 当 工 是 多 边 形 时 ) 甚至 
只 要 为 可 求 长 曲线 ， 则 HH 为 非 空 守 集 。 . 
2, 当日 为 非 空 集 时 ， 则 存在 着 映射 y(u)eE 呈 ， 使 得 对 
于 所 有 的 x(u)E H， 均 有 D(y)<<D(x) 成 立 Yo 
3. 上 述 映射 y(u) 可 作为 满足 本 定理 所 述 条 件 i )、 
ii) ~ iii) 之 解 
现在 概要 介绍 这 些 论断 的 证 明 。 
2 ee 
么 ,通过 对 每 个 坐标 Xi(ei') 应 用 消 松 (Poisson) 
可 从， 可 扎 映 射 x(e’!): C 一 一 工 扩 充 为 集合 H 中 的 映射 


D 一 一 E*。 
2， 设 d= infD(z)， 式 中 xEH 旺 且 令 x ,(u)E 日 使 得 


ds=D(x") 一 一 d。 对 每 个 v， 通 过 令 区 (u) 为 D 内 与 x(4) 
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有 相同 边界 的 蛮 和 函数 米 确定 交 (ua)， 则 安 (aeES。 根 据 
调和 函数 的 性 质 去 求 具有 已 知 边界 值 的 狄 利 光 雷 积分 的 最 小 
值 ， 因 而 得 4<D(x")< D(x*) 。 现 在 固定 边界 圆 C 上 的 三 
个 点 和 曲线 荆 攻 的 三 个 点 著 令 全 是 H 的 子 集 ， 在 全 中 的 xCu) 
按 给 定 的 顺序 把 C 上 的 三 个 点 映射 为 上 的 三 个 点 。 根 据 D 
的 线性 分 式 变换 就 能 从 每 个 Cu) 得 到 一 个 x*Cuj E 日 及 
DC)=D(02 )， 于 是 可 证 明 -- 个 基本 引 理 ， 边 界 映 射 xr ， 
C 一 一 本 必须 是 高 度 连续 的 。 因 此 就 能 执 到 X* 的 一 个 子 序 
弄 ， 它 在 C 上 因而 也 在 上 一 到 改 系 。 其 极限 为 满足 D(y) 


~ 的 也 和 yu ER, 

因为 映射 y(u) 是 D 内 调和 函数 的 一 致 横 限 ， 因此 在 
庆生 政 。 服 和 要 法 汪汪 明 ， 这 和 前 
确定 卫 凡 的 一 一 个 广 义 极 小 曲面 。 因为 边界 对 应 是 单调 的 ， 所 

以 要 使 它 不 是 一 一 对 应 的 唯一 一 方法 是 把 整个 边界 弧 映射 成 一 
个 点 。 但 是 引 理 7.4 已 指出 这 是 不 可 能 的 。 于 是 映射 y(u) 
必须 满足 (iy 、 (ii) 、 人 。 问题 也 就 退 决 了 。 

至 于 定理 7.1 最 后 一 个 结论 的 证 明 ，Douglas 证 明 了 旭 
采 工 征 一 条 约 党 曲线 则 re 由 二 系列 多 边 形 明 近 且 相对 应 的 
一 系列 极 小 晶 南 将 趋 于 一 个 满足 条 件 i)、ii)、iii) 的 曲面 。 

注 1 项 面 S 是 单 连通 的 这 个 溉 制 ， 从 某 种 观点 来 看 ， 
吧 不 必要 也 不 很 自然 。 事 实 上 如 果 我 们 用 一 段 金属 然 及 肥 电 
液 来 构造 物理 学 上 的 极 小 曲面 则 可 发 现 ， 在 很 多 情况 - 有 有 加 
涡 气 格 数 芭 较 高 连通 度 的 曲 而， 其 中 了 包括 最 简单 的 麦 比 所 
斯 (Mobius ) 带 。 为 了 进一步 讨论 这 些 理 论 ， 证 以 参考 
Douglas( 2 ] 的 最 新 论文 及 Courant[ 2 ) 的 书 。 在 这 里 只 仍 
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述 两 个 更 显著 的 事实 来 说 明 可 能 复杂 到 什么 程度 。 第 一 ， 存 
在 可 求 长 的 约 当 曲 钱 工 ， 有 不 可 数 个 不 同 的 极 小 曲面 以 工 为 
边界 (Lery (1)) 。 第 二 ， 存在 可 求 长 的 约 当 曲线 『， 册 
F 图 成 的 具有 极 小 面积 的 曲面 必须 有 无 限 连通 度 (Fleming 
(1))。 

2， 儿 年 前 ， 一 个 思 新 的 研究 Plateau 问题 的 途 餐 已 开 
始 着 手 进行 。 人 们 试图 在 很 一 般 的 一 类 对 象 中 找 出 面积 的 极 
小 值 以 代替 仅 限于 曙 夯 的 那些 困难 ， 然 后 再 证 明 存 在 涛 大 到 
极 小 值 的 对 象 ， 而 事实 上 这 对 象 就 是 曲面 。 四 

在 Reifenberg( 1 ) 的 开创 性 工作 中 ， 他 所 研究 的 一 类 
对 象 是 在 某 种 意义 下 有 已 知 边界 的 紧 至 子 集 范 卫 一 维 豪 斯 道 
夫 测 度 是 达到 最 小 值 的 。 这 种 方法 有 商 个 主要 好 处 ， 其 一 ， 
它 能 适用 于 较 高 维 的 子 红 。 在 这 种 情况 下 ，m 维 豪 斯 道夫 测 
度 达 到 最 小 值 。 第 二 ， 在 二 维 的 情况 下 ， 我 们 得 到 的 不 只 是 
广义 的 极 小 曲面， 实际 上 还 是 一 个 正则 极 小 曲面 。“ 正 则 ” 
这 个 结论 是 由 Reifenberg(1，2，3) 得 到 的 ， 特 别 是 在 他 综 
合 了 〔1) 中 了 .70 定 理 4 及 〔3 】 后 而 得 出 了 这 个 结果 。 在 
Federer 及 Fleming( 1) 方法 的 基础 上 ， Flemingf 2 ) 证 明 
了 边界 是 一 条 可 求 长 、 定 向 约 当 曲线 工 的 正则 、 定 向 极 小 曲 
面 的 存在 性 .关于 这 个 问题 也 可 参见 Almgrenf 3 ] 的 讨论 。 

3， 与 定理 7 ,在 关 的 秋 而 未 角 的 主要 问题 过 是 ,是 否 
存在 一 个 边界 是 任意 约 当 曲 线 下 的 正则 单 连通 极 小 曲面 * 。 
实际 上 这 是 Plateau 问题 的 最 初 提出 方式 ， 但 是 这 个 问题 仍 
然 没有 解决 。 在 下 面 的 引 理 中 ， 我 们 将 提供 一 些 关 于 定理 
7.1 所 构造 的 曲面 必须 为 正则 曲面 的 依据 。 


“。 见 附录 3， ]。 
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引 昌 7.5 (Rad6( 3 十.7) 设 h(u， usa) 是 单位 图 


此 D 内 的 非常 数 调 和 函数 碍 且 在 闭 成 万 内 连续 ， 又 设 在 号 
点 (as，as) 处 ，h 的 梯度 为 零 。 则 如 果 h(a，az) 一 by 那 
么 在 D 的 边界 上 至 少 有 四 个 不 同 的 点 ， h 在 那些 点 之 值 为 b。 


.证明 没 A 是 瑟 内 点 集 的 分 支 ， 在 A 处 了 > 0， 则 在 DD 
内 A 的 边界 点 上 b= b。 但 是 因为 h 专 b， 所 以 每 个 分 支 一 定 
有 的 边界 . 上 那些 h>b 的 边界 点 。 对 于 h<b 的 那些 集合 的 
分 支 也 有 类 似 的 结 i 论 。 在 点 (a,，as) 的 邻 域内 ， 至 少 存在 
h>>b 集 合 的 两 个 分 支 和 h<b 集 合 的 两 个 分 支 。 如 时 h>>b 集 
合 的 两 个 分 支 是 单个 分 支 A 的 一 部 分 ， 在 A 内 h>b 。 那么 
我 们 总 能 找到 一 一 条 连结 这 贾 个 分 支 的 弧 ， 也 总 是 D 内 通过 总 
(ai， as ) 的 约 当 曲线 。 惧 且 整个 这 条 曲线 围 成 了 一 一 个 h<b 
的 区 域 ， 这 就 与 前 面 指出 这 种 区 域 必 须 到 达 D 的 边界 交 结 认 
发 生 赤 后 。 因此 ， 至 少 有 两 个 h>b 的 不 同 分 支 和 两 个 h<b 
的 不 同 分 支 。 这 些 分 支 中 每 一 个 都 在 hb 处 与 边界 和 交 。 
但 是 ， 如 果 在 边界 上 最 多 存在 三 个 边界 点 h=b ， 那 么 最 多 
有 三 条 余 弧 ， 在 每 条 余 浙 上 bh 守 b 或 之 b， 因此 最 多 有 h>b 
和 h<b 的 三 个 分 支 。 这 就 与 已 证 的 结论 矛盾 。 | . 
引 捍 了 .6 设 T 是 E' 的 一 条 约 当 曲线 ， x(4) 是 定理 7， | 
意义 下 ， 以 工 为 边界 的 单 连 通 广义 极 小 曲面 。 则 x(u) 武者 
是 一 个 亚 则 极 小 曲面 ， 或 者 对 于 下 ” 内 某 旦 点 ，T 具有 这 样 
的 性 质 : 通过 这 些 点 的 每 一 个 超 平面 与 人 最少 交 于 四 个 不 疝 
的 点 。 | 
证 明 ， 其 仍 采用 前 面 证 明定 理 7 1 时 用 的 一 些 记 法 ， 则 


可 知 x(u) 在 D 内 连续 赣 且 确定 了 D 内 的 - ' 个 广义 极 小 曲面 。 
假设 在 D 的 某 点 (ai，a2) 处 ，xfu) 非 正则 ， 那 么 所 有 的 函数 
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由 _ x, ;Xt 
$7 一 六 
aui 2U， 


在 这 点 的 值 必 为 霉 。 如 果 L(x) 皇 >arxt 十 C 奸 通 过 点 和 (al 
az) 的 任 一 超 平面 的 方程 ， 则 hu ，us)= 一 LOx(uar，us)) 
是 满足 引 理 7 .5 中 假设 的 一 个 庙 数 ， 上 其 中 b= 0 。 可 见 曲 线 
让 二 最 少 在 四 个 不 同 点 处 ，L(x)==0 ， 这 就 证 得 了 此 引 理 。 
此 引 理 说 明 ， 除 非 荆 是 一 条 很 复杂 的 上 曲线 否则 出 它 国 成 
的 曲面 没有 醋 点 。 在 许多 特殊 情况 下 ， 我 们 部 可 以 断定 由 工 
围 成 的 正则 单 连通 曲面 是 存在 的 。 此 时 ， Plateau 问题 也 就 
完全 解决 了 。 
| 定理 7.2* 设 Di 是 (xi，xs) 平 商 内 的 有 界 凸 域 ，Ci 
是 它 的 边界 曲线 。gy (x1，x:) 一 3，…， 是 Ci 工 的 任意 
连续 函数 。 则 在 D, 内 存在 极 小 曲面 方程 (2.8) 的 一 个 解 。 


f(x1, Xs)= (f(x,, X2), 1 fo (Xi1, Xs)), 


使 入 f(x1，xs) 在 边界 上 取 值 为 gx (x1，X)。 

证 明 ， DD, 的 边界 C1 是 一 条 约 泊 曲线 (其 至 是 可 求 长 的 
约 当 曲线 ) 薄 旦 函数 gi (x;，x;) 确定 了 E” 内 的 一 条 约 当 则 
线 下 ， 它 的 射影 恰好 就 是 C,， 。 由 定理 7 了 .1 知 ， 在 单位 图 盘 
iu1 过! 内 存在 着 一 个 连续 映射 x(u)，D 一 一 E"， 它 确定 了 
内 的 一 个 极 小 曲面 ， 逆 且 此 映射 将 D 的 边界 曲线 C 同 胚 映 
射 为 曲线 TT。 可 见 ， 杞 射 《ui ，u2) 一 一 (x1，Xx2) 是 DD 的 连 
续 映 射 ， 在 DD 的 内 部 是 调和 映射 苍 把 C 同 胚 映射 到 C, 上 去 。 
由 引 理 7.1，D 的 像 必 在 D, 内 。 此 外 ， 在 D 内 映射 的 雅 可 比 
行列 式 必 不 为 零 。 因 为 如 果 在 D 内 荣 点 (a,，as) 映射 的 雅 


* 见 附 孙 3，5。 
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可 比 行列 式 为 壹 ， 那 么 这 个 雅 可 比 移 阵 的 所 有 行 在 这 点 就 线 
性 相关 。 凤 ， 存 在 适当 的 常数 入， 和 。， 使 得 下 列 两 式 成 立 : 


3X Ox . Ox 9x 
1 Au 十 “ ul 及 ! Du， 十 2 al， 


此 时 ， 湖 数 h(u，42)== 入 Xi (ui，t2) 十 和 xX2 (U1，u42) 承 
满足 引 理 7.5 的 假设 。 可 见 和 Xi 十 和 x。 在 Ci 的 四 个 不 同 点 
处 可 取 相 同 的 值 ， 但 根据 D; 的 可 性 这 是 不 可 能 的 。 因此 得 
出 结论 ， 喘 射 (ti，u42) 一 一 (x1，x:) 是 DD 内 的 一 个 局 部 微 
分 园 且 。 又 因为 它 把 C 同 骅 映射 到 C， 记 以 它 也 是 D 到 D， 
的 一 个 局 部 微分 同 胚 ， 了 是 束 能 把 x:，k 二 3，…，n 表示 
为 x，xaz 的 冰 数 ， 而 这 些 丽 数 恰好 满足 定理 结论 。 

最 后 要 注意 ， 除 了 定理 7.1 的 证 明 外 ， 本 节 所 有 的 结论 
都 是 出 Radof 3) 书 (n=3 时 ) 中 的 处 理 方 法 改编 的 。 


$ 8 已 内 的 参数 曲面 高 斯 映射 


到 目前 为 止 ， 我 们 所 研究 的 一 切 问题 都 是 在 3 维 经 典 情 
况 下 进行 的 ， 这 些 问题 与 任意 na 维 情况 之 间或 者 完全 没有 区 
别 或 者 只 是 稍 有 一 点 区 别 。 现 在 ， 要 研究 几 个 还 没有 被 推广 
到 任意 an 维 空间 ， 或 者 还 需要 作 更 详细 讨论 的 问题 。 

当 a=3 时 ， 我 们 是 能 清楚 地 描绘 方程 


中 :十 ?十 中 一 0 (8.1) 


的 所 有 解 的 。 因 此 我 们 主要 从 观察 此 方程 着 手 研究 。 
引 理 8.1 设 D 是 复 一 平面 内 的 区 域 ，g(£&) 是 中 内 
的 任 一 亚 纯 阔 数 ，f(5) 是 DD 内 具有 以 下 性 质 的 解析 函数 ， 在 
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每 个 使 8) 具有 m 阶 极点 的 点 处 ，f(5) 至 少 有 2m 人 阶 堆 
已 ， 则 


d= fg), b= (1+g’), 


一 fg (8.2) 
是 D 内 的 解析 册 数 斑 满 是 方程 (8.1 ) 。 反 之 ， 若 有 三 个 解 
忻 困 数 在 D 内 满足 万 程 〈8.1) ， 则 它们 都 可 表示 成 (8,2) 
的 形式 。 除非 $1 三 i;， 中 s 寺 0 

证 明 ， 通过 直接 计算 可 验证 函数 (8 .2) 满 忠 方 (8.1), 

及 之 ， 给 出 方程 《8.1 ) 的 任 一 组 解 ， 可 令 


| 0 
{ 一 中 让 ，， 8 一 名 > (8.3) 
如 果 把 方程 (8.1) 改写 成 以 下 形式 ; 
| (中 ,一 圳 2)( 中 十 圳 2) 二 一 中 8 (8.4) 
出 
二 中 
中 :十 种 一 二 8 8.5) 


综合 (8.3) 和 (8.5) 可 得 (8.2) 而 且 ， 关 于 f 零 点 和 g 的 
极点 的 条 件 也 显然 满足 。 因 为 ， 否 则 由 方程 《8.5) 可知 
申 ! 十 圳 :就 不 是 解析 育 数 了 。 只 有 在 (8.3) 式 中 关于 gE 的 表 
达 式 之 分 母 恒 为 替 时 ， (8.5 ) 式 才 不 可 能 成 立 ， 而 此 时 ， 
出 (8.4) 可 知 申 ;三 0， 它 恰好 又 是 定理 所 指出 的 必须 除去 
的 那 种 情况 。 
引 理 8.2 EE? 内 每 个 单 连通 极 小 曲面 能 表达 成 以 下 形 
式 ， 
59 


xx()-- Re{ | ,40z) dz}+Cu 
k=1,， ?2, 3 (8.6) 


式 中 的 中 按 (8.2) 式 定义 ， 痕 数 f 和 gg 其 有 引 理 8.1 所 述 的 
性 质 ， 域 D 或 者 是 单位 圆 盘 或 者 是 整个 平面 路 是 积分 路 径 是 
没 着 状 原 点 到 点 《的 任 一 条 曲线 。 当 且 仅 当 工 满足 下 述 性 质 
时 ， 介 面 是 正则 的 , 工具 在 gE 的 极点 处 取 值 为 零 ， 此 时 了 的 
零点 的 阶 数 怡 好 是 g 的 极点 阶 数 的 2 倍 。 

证 明 ， 市 引 理 6.3， 曲 面 可 用 x(&)，D 一 一 E ?的 形式 来 
表示 ，DD 或 者 是 图 玫 或 者 是 平面 。 举 标 x 是 关于 & 的 调和 甫 
数 ， 如 果 令 


和 一 
则 这 些 函 数 必 为 解 术 数 芝 有 (8.6 ) 式 成 江 。( 式 中 积 
是 与 路 径 无 关 的 ) 对 于 广义 极 小 上 曲面 方程 《8.1 ) 必须 成 
立 ， 提 根据 引 理 《8.1) ， 则 有 表达 式 (8.2) 。 当 且 仅 当 所 
有 的 由 同时 为 零 时 ， 了 由 面 才 是 非 正 则 的 ， 而 这 种 情况 的 出 
现 恰好 是 在 g 的 正则 点 处 f= 0 或 者 在 g 的 极点 处 fg*= 0。 

值得 注意 的 是 ， (8.2) 和 (8.6) 这 两 种 形式 的 表达 
式 ， 最 初 是 由 Enneper 和 Weierstrass 得 到 的 ， 这 两 个 下 
达 式 在 EE? 内 极 小 曲面 理论 中 起 着 重要 作用 。 首 先 ， 利 用 它 
们 能 构造 具有 各 种 不 同性 质 的 很 有 趣 的 特殊 上 曲面 例如， 最 
明显 的 可 选取 f 三 1 ，g(E)=5， 寺 是 导出 了 熟知 的 轧 纳 伯 
(Enneper) 曲面 。 更 重要 的 是 ， 当 我 们 把 一 些 论述 改 成 相 
窟 的 关于 解析 函数 的 论述 时 ， 由 这 些 表 达 式 就 能 得 到 有 关 极 
小 曲面 的 一 般 定 理 。 为 此 ， 必 须 把 与 曲面 有 关 的 一 些 基本 几 
何 量 用 函数 f，g 来 表示 。 
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先 看 切 平面 ， 它 是 由 向 最 


2 .4 OX 
到 EE 
产生 的 ， 这 里 5 一 1 二 (1， 中 ;， 中 ;)。 册 此 可 得 
giji— 入 2S i (8.7) 
式 中 
»_| ax | | axl so 
?=| 二 -3 站 ,| 
- 昌 {1(1+lgl "J 
此 外 又 知 
EX 这 Im{ (bh bab i$a)}, 
把 (8.2) 代入 上 式 可 得 
9x 2x 
aE a, 


= 1?(1+|gl’)(2Re{g}, 2Imtg}, |g?|—1)., 


由 此 可 见 
2x ox [HCligl2)12 
十 ~ DE -| 2 ] =; 
2X ,2x 
N= S56 325 
| 3x vax | 
: 25， aE, 
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2Re{g} 2Im{g} gt) (8 8) 


-ee Tefi+1” gl 十 1 
是 具有 标准 定向 的 曲面 的 单位 法 向 量 。 
在 E* 内 给 定 一 个 任意 正则 曲面 x(u), 定义 高 斯 (Gauss) 
喘 射 为 出 x(u》 到 单 伺 球 的 映射 ， 


OX ox 
Xx 
au au 
x(WN() = 1 (8.9) 
au 2us 


引 理 8.3 若 x(E)，D 一 一 ?确定 了 一 个 以 等 温 参数 
表示 的 极 小 曲面 ， 则 高 期 映射 N(E) 就 定义 了 一 个 由 了 到 单 
位 球 ( 被 看 作 是 黎 曼 球 ) 的 复 解析 映射 。 

证 明 ， 把 公式 (8.8) 与 关于 球 极 射影 的 公式 (6.1) 作 
比较 就 能 说 明 ， 岂 高 斯 映射 ，X(5) 一 一 NG5) ， 再 加 上 上 百 点 

(0，0，1) 出 发 的 球 极 射 影 就 得 出 了 亚 纯 函数 g(€)。 

要 注意 ， 般 来 说 ， 对 于 非 正 则 曲面 高 斯 映射 是 不 能 被 
确定 的 。 然 而 ， 对 于 广义 极 小 曲面 高 斯 映射 却 能 连续 地 、 其 
至 是 解析 地 扩充 到 枝 点 。 这 时 ， 法 回 量 和 根据 《8.8) 的 右 
边 计算 。 

引 理 8.4 设 X(5)，D 一 一 全 ”确定 了 一 个 广义 极 小 曲 
簿 3， 此 处 D 是 整个 :一 平面 。 则 x(8) 是 一 个 平面 或 者 3 的 
法 向 量 取 堪 多 除去 两 个 方向 以 外 的 所 有 方向 。 

证 明 ， 伴 随 于 曲面 3 有 一 个 函数 g(&)， 它 仅仅 在 中 ， 
三 圳 ,:， 中 三 0 时 无 定义 。 而 此 时 ，xs 为 常数 ， 因 此 曲面 县 
平面 。 除 此 以 外 ， g(t) 在 整个 5 平面 是 亚 纯 函 数 。 由 皮卡 

(Picard ) 定理 ，g(5) 或 者 取 最 多 除去 两 个 值 以 外 的 所 有 
值 ， 或 者 它 是 常数 。 再 根据 ( 8.8 ) 式 藻 把 上 述 两 种 情况 的 
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每 一 种 都 用 于 法 向 合 NN， 而 在 后 一 种 情况 下 ，S 是 一 个 平 
面 。 

引 理 8.5 设 f(5) 是 单位 阅 D 内 最 多 有 有 限 个 零点 的 
解析 函数 ， 则 在 DD 内 存在 一 条 发 散 路 径 C， 使 得 以 下 不 等 式 
成 六 ， 


| .tolldzl<= (8.10) 
首先 假定 在 DD 内 f(z) 二 0 ， 定 义 
W=FC) = | f(a 


则 F(z) 把 12i< 之 1 映射 到 一 个 没有 枝 点 的 黎 曼 面 上 去 。 如 果 
令 Z=G(w) 是 满足 G(0)= 0 的 道 函数 的 分 支 ， 那 么 ， 因 为 
1G(w)l 达 1 ， 所 以 存在 一 个 最 大 的 圆 航 | W|I 之 R<m,， 而 G 
(w) 定义 在 此 圆 妇 内 。 则 必 存 在 一 点 W。 满 足 | W。 | = 尺 而 
使 G(w) 不 能 被 扩充 到 We 的 邻 域 。 设 二 是 线段 W=two， 
0 委 t 和 1， 玻 设 C 是 线段 二 在 GCCw) 下 的 象 。 那 么 ，C 必 须 是 
一 条 发 散 路 径 。 因 为 ， 若 不 然则 将 有 一 序列 t, 一 一 1, 使 得 C 
上 相应 的 点 列 Z 收敛 于 了 内 的 点 Z。 但 是 ， 另 一 方面 由 于 
FE(Gzo) 一 Wo 及 下 /4zo)= 一 区 zo) 关 0， 于 是 3 画 数 GCWD， 将 能 扩 
充 到 W。 的 邻 域 ， 所 以 C 是 一 条 发 散 路 径 ， 革 旦 满足 ， 


{olallda 


Jan 入 


车 f(z) 没有 零点 ， 这 朋 证 得 了 引 理 。 但 是 ， 如 果 它 有 有 限 
个 零点 ， 避 如 说 ， 点 4 为 Yx 阶 零点 ， 则 冰 数 


dt= | | 等 dv | | dt=R<eo. 
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f(z)= rn) 


不 会 为 零 。 根据 上 上 述 推断 可 知 存在 -条 发 散 邮包 C， 首 得 
{alfa) 11azl < 


但 是 ， 在 整个 口内 |f(z)|< 之 |f,(z)|， 于 是 ，(8 ,10) 得 证 。 

定理 8.1 设 5 是 E 内 的 完备 正则 极 小 昌 面 ， 则 S 或 者 
是 一 个 平面 ， 或 者 它 的 法 回 量 处 处 稠密 。 

证 明 ， 假 定 曲 面 S 的 法 向 景 不 处 处 稠密 ， 那 么 在 单位 球 
上 必 存 在 着 一 个 开 集 ， 它 与 3 在 高 斯 映射 的 象 不 相交 。 通过 
空间 的 旋转 变换 ， 总 可 假定 点 ( 0，0，1 ) 是 在 这 个 开 集 的 
内 部 。 于 是 ， 单 位 法 向 量 N=(N,，N,，Ns) 就 满足 N:<m 
<1， 这 对 于 S 的 万 有 覆盖 曲面 3 同样 正 确 ，S 可 以 用 x(5) 
D 一 一 Es 的 形式 表示 ， 其 中 中 是 平面 或 者 是 单位 圆 副 。 但 是 
D 不 可 能 是 单位 圆 叱 ， 因 为 出 (8.8 ) 可 知 No<m<1cm 


jg(D1<M<oo， 而 又 因为 人 是 正则 曲面 ，f(5) 不 可 能 为 
零 。 但 是 ， 根 据 (8.7) 任意 路径 C 的 长 为 
人 ai 加 
= {tlel) dl tM | ltld: 
又 根据 引 理 8.5 ， 必 存在 一 条 发 获 的 路 径 C， 此 积分 关于 这 
条 路 径 收 仆 ,这 样 曲面 就 不 是 完备 曲面 ,于 是 D 是 全 平面。 又 


因为 法 向量 不 取 的 点 多 于 两 个 ， 出 引 理 8.4 可知， S 必 须 是 
平面 ， 这 种 情况 对 于 5 同样 正确 ， 而 又 因为 8 为 完备 曲面 ， 
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所 以 它 必须 是 整个 平面 。 

注意 ，Bernstan 定理 可 作为 定理 8 .1 的 一 个 直接 推论 。 
事实 上 ， 在 EE 内 ， 定 义 在 整个 x,x; 平面 上 的 非 参数 极 小 曲 
面 是 完备 正则 同 面 ， 它 的 法 向 量 包 含 于 半球 内 ，、 因 此 ， 它 必 
人 须 是 平面 。 

另 一 方面 ， 从 定理 8.1 很 凡 然 会 引出 这 样 的 问题 ， 已 其 
一 个 非 平面 的 完备 极 小 则 而 ， 能 得 说 出 球面 上 被 高 斯 中 射 所 
去 掉 的 点 集 的 大 小 ? 

定理 8.1 告诉 我 们 ， 至 少 妆 S 为 正则 则 面 时 去 控 的 点 的 
集合 不 可 能 包含 任意 点 的 邻 域 。 通 过 引进 对 数 容量 有 零 的 集合 
这 个 概念 还 可 以 得 到 一 个 更 强 的 结果 。 我 们 可 以 定义 对 数 容 
量 零 集 为 球面 上 的 闲 集 ， 在 共 形 结构 意义 下 ， 它 的 余 集 是 抛 
物 型 的 。 ( 见 第 6 节 末 的 讨论 ) 众 听 周 知 抛物 性 等 价 于 格林 
商 数 的 非 存 在 性 。 ( 例 知 ， 见 Ahlfors 及 Sariof 1 ]， 了 6 及 
W222, ) 

引 理 8.6 设 D 是 复 W 平 面 的 域 ， 在 黎 曼 球面 上 DD 的 余 
集 E 有 对 数 容 古 零 的 充 要 条 件 是 汕 数 log(1 二 wl ) 在 只 
没有 强调 和 两 数 。 

证 明 ， 首先 假定 在 D 内 存在 一 个 调和 函数 h(w)， 使 得 
log(1 十 [w|?) 志 hlw) 处 处 成 立 ， 那 么 一 ht(w) 就 是 D 内 的 负 
调和 函数 。 因 此 ，EE 有 正 对 数 容量 。 反 之 ， 若 EE 有 正 对 数 容 
量 ， 则 对 DD 内 任意 点 wo。 存在 一 个 格林 (Green) 函数 G(W， 
Wo,) » 它 在 Wo 有 极点 。 出 冠 义 知 : G(w, Wo ) 十 log|w 
一 wo | 二 h(w), 式 中 bh(w) 是 D 内 的 调和 函数 而 且 G(w，wo) 
>>0， 所 以 log|w 一 wo | 之 h(w)， 由 于 log((1 十 jwl*/lw 
一 wo |*)】 为 紧 致 集 E 上 的 连续 函数 ， 因 此 有 一 个 有 限 的 最 大 
值 M。 这 样 ， 如 果 Wi 是 D 的 任意 边界 点 ， 则 
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lim (log(1+|w|’)—2b(w)) 
W—>WI1 


lim (log(1+|w|’)—2iog|w—wol)<M 
WV! 


但 是 ，log(1 十 |wi?) 是 D 内 的 下 调和 函数 ， 根 据 景 大 值 原 
理 ， 在 整个 D 四 都 应 有 下 式 成 立 ; 


log(1+ |w!’:)<2h(w)+M 


定理 8.2* 设 S 是 Es 的 完备 正则 极 小 曲面 。 那 么 ， 或 者 
S 是 平 击 或 者 S 在 高 斯 映射 下 象 的 余 集 E 有 容量 零 。 

证 明 ， 如 果 S 不 是 平面 ， 那 么 S 在 高 斯 映射 下 的 象 是 球 
上 的 连通 开 集 。 因 此 这 个 象 的 余 集 是 一 个 紧 致 集 互 。 如 果 民 
是 空 集 ， 那 就 没有 什么 需要 证 明 的 了 。 和 否则 ， 在 事先 做 一 个 
坐标 旋转 变换 后 ， 总 可 假定 集合 忆 含 有 点 〈0，0%， 1 ) 。 另 


外 ， 我 们 还 可 以 通过 S 的 万 有 覆盖 面 S 来 研究 ， 它 的 高 斯 映 
射 去 掉 了 相同 的 集合 已 。 曲 面 S 是 由 呐 射 x(5)，D 一 一 王 ? 给 
定 的 ， 这 里 D 是 整个 平面 或 者 是 单位 圆 益 。 在 D 为 平面 的 情 
况 下 ， 集 合 下 最 多 含有 两 个 点 ， 因 此 当然 有 容量 零 。 再 研究 
D 是 圆 可 |€| 之 1 的 情况 。 因 为 相伴 的 函数 g(E) 是 D 内 的 解析 


函数 而 且 根 据 $ 的 正则 性 又 知 在 DD 内 f(t) 天 0。 现 在 假设 
的 容量 不 为 零 ， 那 么 在 映射 w 二 g(E) 下 在 D 的 象 DD, 内 霄 数 
log(1 十 |W1?) 存 在 着 强调 和 丽 数 h(w)。 于 是 h(g(6)) 为 DD 
内 的 调和 函数 同时 也 是 DD 内 部 的 解析 函数 G(E) 的 实 部 。 一 - 
般 说 ，F(E)=es45 是 了 D 内 的 解析 函数 藻 且 始终 不 为 零 。 对 
于 D 内 任 一 条 路 径 C 其 长 为 


| sidsl 
= {oarlel yat < 5 eelatl: 


但 是 函数 {(E)F(E) 在 DD 内 决 不 为 零 ， 而 由 引 理 8.5 知 ， 一 定 
存在 一 条 发 散 路 径 C， 关 于 这 条 路 径 右 边 的 积分 收敛 。 央 此 
S 不 是 完备 曲面 。 所 以 ， 忆 必须 有 帘 量 零 。 定 理 证 毕 

定理 8.3 设 已 是 单位 球 ! . 作 塌 上 个 点 的 集合 ，K< 4 
那么 在下: 内 存在 一 个 完备 正则 极 小 贡 而 ， 它 在 高 斯 映 身 
下 象 的 余 集 恰好 是 E。 

证 明 ， 通 过 旋转 ， 总 可 假定 也 含 有 点 (0，0，1) 。 如 
果 它 是 E 内 唯一 的 一 个 点 ， 那 么 已 知 的 Enneper 介面 〈 令 
f(6) 二 1，g($) 二 5) 早已 解决 了 这 个 问题 。 和 否则 ， 若 下 中 不 
只 合 一 个 点 ， 则 令 正 的 另 一 些 点 与 球 极 投影 下 的 点 Wn，m 
二 1，…，k 一 1 相对 应 。 如 果 令 


f(t)= ,| g(£)=L, 


b> (上 一 Wm) 
最 在 关 失 点 W。 的 全 平面 上 和 用 表 法 式 (8.2) 和 (8.0) 训 
可 得 到 一 个 极 小 曲面 ， 和 由 8.8 ) 它 的 法 向 量 恰好 去 控 了 开 
的 点 而 且 它 是 完备 极 小 曲面 。 因 为 一 条 发 散 路 径 C 必 须 趋 于 
~ 或 者 趋 于 点 Wa 中 革 个 点 ， 面 无 论 在 那 种 情况 下 都 有 下 式 
成 立 : 
| dtl= ! furicrlel yatl=e 
要 注意 ， 虽 然 积 分 〈 8.6 ) 可 以 是 非 单 值 的 ， 但 是 通过 万 有 
获准 昌 面 我 们 却 得 到 了 一 个 单 值 映 射 ， 它 确定 了 一 个 有 相同 
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性 质 的 出 面 。 

让 我 们 再 简单 地 回顾 一 下 上 述 定理 的 发 展 史 。 带 有 附 
加 条 件 “S 是 单 连通 ”的 定理 8.1 是 Nirenbery 把 它 作为 
Bernstein 定理 的 自然 推广 而 推测 出 来 牙 由 Osserman( 1 ] 
所 证 得 的 ， 本 节 所 给 的 定理 取 自 Osserman[ 3 )。 显 然 ， 在 
Osserman( 3 ) 中 有 无 单 连通 性 是 无 关 紧 要 的 。 公 式 (3.2)、 
(8.6) 与 (8,8) 是 用 于 把 这 种 几何 论述 转化 为 完全 解析 的 
论述 。 z 

在 那 篇 文章 中 ， 引 理 8 .5 假设 了 f(z) 关 0 ,而 定理 8 .2 是 
作为 一 个 猪 测 来 陈述 的 。 在 论文 的 最 后 ， 定 理 8.2 的 证 明 是 
由 Ahifors 得 出 的 。 他 注意 到 ， 芳 利用 上 述 方 法 化 为 对 于 
解析 函数 的 问题 ， 则 结论 就 可 以 从 Neranlinna 定理 得 到 。 
Ahefors 认为 在 引 理 8.5 中 函数 f(z) 可 以 有 有 限 多 个 零点 ， 
这 就 使 我 们 能 作出 以 下 的 几何 结论 ， 假 定 广 义 极 小 曲面 是 单 
连通 的 荚 县 只 有 有 限 个 枝 点 ， 则 定理 8.1 和 8.2 对 于 它们 仍 正 
确 。 此 外 ，Abhlfors 也 注意 到 ， 泊 f(z) 有 无 限 个 零点 节 且 假 
定 它们 的 Blaschke 积 收敛 时 ， 引 理 8 .5 仍然 成 立 。 于 是 引 悍 
8.1 和 8.2 对 于 一 类 有 无 限 多 个 枝 点 的 广义 极 小 邮 面 也 成 Y， 
但 是 这 类 曲面 有 怎样 的 几何 特征 却 不 很 清楚 。 另 一 方面 还 要 
注意 以 下 事实 ， 存 在 着 非 平面 的 完备 广义 极 小 曲面 ， 它 的 高 
斯 映射 是 球 上 一 个 任意 小 的 邻 域 。 事 实 上 只 需 选 择 D 是 单位 
圆 |16[<1， 对 于 任 豆 给 定 的 eg 盖 0 ，g(6) 一 让 业 县 16) 是 


D 内 的 解析 通 数 ， 对 每 条 发 散 路 径 C， | 1f(5) 11dt[ 一 %， 


这 种 函数 f(t€) 可 以 用 各 种 各 样 方式 来 构造 。 
再 回 过 来 看 定理 8 .2, 本 节 给 的 证 明 冰 没有 根据 边界 特征 
函数 的 Nevanlinna 定 邑 ， 而 取 上 自 Osserman(4]， 定 理 8,3 
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是 由 Yoss{ 1 】 给 出 的 。 . 

去 掉 4 个 法 向 量 方向 的 完备 曲面 的 例子 量 已 出 Osserman 
(3) 给 出 。 以 后 在 Osserman( 6 ] 中 还 可 看 到 至 典 的 Scherk 
极 小 此 面 还 提供 了 另外 的 例子 。 

在 把 定理 8.2 和 定理 8.3 作 比较 时 ， 显 然 要 提出 去 掉 了 法 
癌 量 的 集合 王 的 确切 大 小 的 问题 *、 特 别 要 提出 以 下 两 个 问 
题 ， 

问题 1， 是 省 存 在 完备 的 正则 极 小 曲面 ? 它 的 高 斯 象 是 
奉 绪 盖 了 去 掉 事先 给 定 的 任意 有 限 个 点 的 集合 记忆 外 的 整个 
球 ? 

2. 是 否 存在 一 个 完备 的 正则 极 小 曲面 ， 它 的 高 斯 象 是 
一 个 容量 零 的 无 限 集 的 余 集 ? 


$9 在 已 内 的 曲面 ， 高 斯 曲率 
和 全 上 曲率 


利用 表达 式 (8.2) ， 我 们 继续 研究 互 ? 内 的 极 小 贞 面 。 

对 于 任意 法 向 量 N， 公 式 (1.27) 定 义 了 第 二 基本 形式 ， 
此 公式 关于 N 是 线性 的 。 同 时 又 因为 在 Es 内 每 点 的 法 空间 是 
一 维 的 ， 因 为 只 用 一 个 法 向 量 确定 bi;(N) 就 足够 了 ， 通 
常 取 N 为 (8.8) 的 形式 。 通 过 计算 可 求 得 在 用 (8.2) 表示 
极 小 曲面 时 它 的 第 二 基本 形式 的 表达 式 为 ， 


be 见 附 承 3， 4。 
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5 一 8 十 iE， (9.1) 
中 (8.7) 出 人 


dE dE FIf(+igl YT de 1 
| Sit dt | | dt : 


于 是 通过 (1.28) 可 求 得 法 曲率 为 ， 


[aries | Re 一 fg'e 

de | .45 

dt dt 
当 @& 从 0 变化 到 2x 时 ， 此 直达 式 的 最 大 信 与 最 小 从 基 趾 
(1 .30) 所 确定 并 称 为 再 曲率 ， 它 们 显然 量 


ei 


4lg’! 


te) 


—4lg’| (9.2) 


现在 对 在 已 内 任意 -个 正则 C* 级 骨 曾 ， 把 在 一 点 的 疯 个 让 
机 率 的 乘积 定义 为 在 该 点 的 高 斯 曲率 K， 
K=KIK，， 
引 理 9.1 设 X(6)，D 一 一 Es 确定 了 概 小 曲面 ， 则 和 
用 表达 式 〈8.2) 可 求 得 在 每 点 的 高 斯 遇 率 
_ 4g 2 
kds 9 
证 明 ， 由 (3.2) 和 (9.3)》 直接 可 得 。 


(8 .3) 
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推论 ， 极 小 曲面 的 高 斯 曲率 是 非 正 的 ， 并 且 除 了 曲面 是 
平面 外 它 只 能 有 弧 立 的 零点 。 

证 明 ， 则 (8.8) 可 知 ， 曲 面 3 是 平面 后 之 N 是 常量 守之 
E 是 常量 尖 =>g 三 0。 但 因为 g' 为 解析 函数 ， 所 以 或 者 g’ 有 
弧 立 的 零点 或 者 恒 等 于 零 。 

注意 直面 的 重要 公式 


=— og | (9.5) 


利用 公式 (8.7) 和 (9.4) ， 通 过 直接 计算 可 证 其 此 式 。 公 
式 (9.5). 对 于 用 等 温 参 数 g; ;二 入 *5, ;来 表示 的 任意 上 曲面 都 
成 立 ， 实 际 上 这 在 微分 几何 中 早已 还 过 了 。 
现在 对 EE? 内 的 任意 一 个 极 小 曲面 ， 研 究 以 下 一 系列 : 映 
射 ， 其 中 崎 示 单位 球 ， 
D Xt) ,so 区 斯 映 里 _ 己 球 极 射 影 yy 击 。 

(9.6) 
正如 在 下 理 8.3 的 证 明 过 程 中 已 看 到 的 那样 ， 这 个 复合 映射 
是 : 

g(t)，D 一 一 W 平 面 。 
设 5(t) 为 D 内 任意 一 条 可 微 曲 线 ， 考 虑 它 在 〈9.6) 映射 中 
的 每 个 映射 下 的 像 ， 若 s(t) 是 E(t 在 曲面 5 上 像 的 弧 长 ， 则 
显然 下 式 成 立 ， 


1 2 dE | | 
一 > 十 |g| ) | 对 -| ， (9.7) 


而 它 在 WW 平面 内 像 的 弧 长 为 
?1 


(9.8) 


若 令 a(t) 是 在 球面 上 像 的 弧 长 ， 寺 是 通过 球 极 射 影 公式 
(6.1) 可 得 


do _ 2 | dm < 

dt 1 十 1wl2 | dt FE (9.9) 
将 公式 (9.4) 与 这 些 公式 综合 在 一 起 考虑 ， 则 可 得 

do ds 4|g’ 


dt dt Try VIK, (9.10) 


因此 通过 高 斯 映射 ， 我 们 对 高 斯 曲率 作 了 进一步 的 解释 。 基 
令 入 是 一 个 域 ， 它 的 闭 包 在 DD 内 ， 由 X(5) 限 于 A 上 而 确定 的 
曲面 之 全 曲率 可 由 下 式 计算 : 


[fkaa= [fxarasas, 


-as em 
它 是 ^ 在 高 斯 映射 下 高 斯 映射 的 像 的 而 积 的 负 值 。 (实际 上 
这 是 高 斯 在 定义 任意 曲面 的 高 斯 曲率 时 所 用 的 最 原始 的 定 
义 ) 。 当 然 ， 如 果 这 个 像 是 多 重 覆 盖 的 ， 那 么 整个 面积 就 是 
所 有 分 叶 面 积 之 和 。 还 要 注意 (9.1 也 可 等 价 地 看 作 是 在 
映射 eC(E) 之 下 ，A 之 像 的 球面 积 。 

在 整个 的 讨论 过 程 中 ， 始 终 假设 曲面 S 是 定义 在 平面 域 
D 内 的 。 此 外 还 假定 法 向 襄 N 和 函数 g 的 值 与 参数 的 选取 无 
关 。 

事实 上 ， 如 果 通 过 共 形 映射 EC ) 来 引进 一 个 新 的 等 温 


12 


参 焕 关 则 可 得 和 ( 蕊 )= bt (5) 和 ，K= 2 3。 而且 则 


g 的 定义 式 (8.3) 。 又 知 它 的 值 是 不 变 的 。 因 此 若 给 定 任意 
极 小 曲面 则 可 用 


MXx(5) 5 高斯 映 射 -六 球 极 射影 _ W 平 面 。 


(9.12) 
代 粹 (9.6) ， 此 时 复合 映 射 
”g(p): M 一 一 W 平 而 (9.13) 


是 M 上 的 亚 纯 函 数 ， 而 曲面 S 的 全 曲率 仍然 是 在 三 上 的 像 的 
面积 之 负 值 。 为 研究 关于 完备 极 小 曲面 的 这 种 映射 的 性 质 ， 
沉 要 证 明 一 系列 引 理 ， 其 中 要 证 的 第 一 个 引 理 是 引 理 (8 .5) 
的 推广 ， 从 某 种 意义 来 看 也 可 以 说 是 对 引 理 (8.5) 的 说 明 。 

引 理 9.2 设 D 是 平面 域 ，g; ;一 入 *8;; 是 D 内 的 黎 曼 度 
量 ， 其 中 和 = 和 X(z)EC: 级 ， 关 于 这 个 度量 D 是 完备 的 。 如 果 
在 D 内 存在 着 调和 函数 h(z) 使 得 
logX(z) 入 htz) (9.14) 
在 D 内 处 处 成 立 ， 则 D 或 者 是 整个 平面 或 者 是 去 掉 一 点 的 
平面 。 

证 明 ， 若 引进 另 一 个 新 的 度量 记 ; 一 科 5，， 其 中 六 
二 er， 则 在 整个 D 内 过 入 ， 若 C 是 D 内 任意 一 条 发 散 路 径 ， 
则 


| Niazl> [Xldzl=0, 
c 
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因此 了 关于 度 是 相 ;i 也 是 完备 的 ， 业 且 D 的 万 有 镍 盖 而 他 关 


于 度量 多 ;也 是 党 备 的 。 但 在 人 内 任 一 点 的 邻 域内 ， 可 引进 
一 个 实 部 为 h(z) 的 解析 孙 数 {(z)， 及 映射 


W= | ed 
而 W 满 足 
dw tz bz) -从 ( 5 ) 
-3 =|e |=e = , 9.15 


-是 在 D 上 任意 曲线 关于 度 贡 名; 的 长 度 等 于 它 在 平面 上 
人 这。 了 全 的 并 。 则 和 在 一 个 
(9.15) 式 的 由 DD 到 双 平 面 的 整体 映射 ， 而 且 根据 T 的 完备 


性 又 可 知 此 喘 射 必 为 由 五 到 整个 克 平 面 的 一 一 身 射 。 所 以 D 
的 万 有 牙 盖 面 共 形 等 价 于 平面 ， 可 见 D 本 身 就 是 引 理 结论 所 
断定 的 那 种 区 域 。 

引 理 9.3 设 DD 是 区 域 0<r 之 jz] 和 ri <oo, gi 
二 和 8;， 为 DD 内 满足 (9.14) 式 的 黎 曼 度量 ， 假 定 对 形 如 
Z(t) ，0 委 ft<1， 吝 满足 lim 12(t)|=r, 的 每 条 路 径 
有 Xldz|=oo， 则 rs=oo。 

证 明 : 浴 r, 之 %%， 于 是 假 议 设 


ri < 1 rs 人 = { Z : KZ<n } 9 
在 人 内 避 进 度 最 Bii 一 和 8ii， 其 中 和 (z) 一 XMz)X1/z)， 则 
容易 验证 ， 在 人 内 度量 它 ， 满足 引 理 9.2 的 假设 条 件 ， 因 此 
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引 理 9.2 的 结论 必 成 立 。 但 它 与 引 理 9.3 的 假设 不 符 ， 于 是 引 
型 9.2 的 结论 又 不 能 成 立 ， 这 了 矛盾 是 由 于 假设 ra:<<co 而 和 
的 ， 故 引 理 得 证 。 
引 理 9.4 设 D 是 双 曲 域 ，g; ;一 和 ?8;i 是 了 的 一 个 吕 
量 ， 并 上 关于 度 gi 一 和 511 是 完备 域 ， 又 设 
AlogA 之 1 (9.16) 


上 Agxldxdy<ee， Z=x+iy, (9.17) 
D 


则 在 D 内 存在 一 个 满足 (9.14) 的 调和 函数 h(z)。. 

证 明 :， 因 为 D 是 双 曲 域 ， 对 D 内 每 一 点 必 存 在 一 个 调 
和 格林 函数 g(z，E)， 当 ZE 时 它 又 是 正 的 并 且 在 整个 DD 内 
g(z，E) 十 log1z 一 5| H(z，E) 是 Z 的 调和 函数 。 (例如 见 
Ahlfors 和 Sario( 1 ]，1V6.) 令 


(ED) 一 - 站 se 5AlogX(z)dxdy， 


根据 (9.17) 和 格林 函数 的 基本 性 质 可 知 ， 这 个 积分 是 存在 
的 ， 而 卫 由 (9.16) 又 知 u(t) 之 0。 但 是 所 油 检 公民 
Au= 一 AlogX， 所 以 h(z)=u 二 log 是 D 内 的 调和 函数 ， 又 
因为 UU 之 0， 故 h(z) 之 log 和 \。 

，”. 注 ， 公 式 (9.5) 不 仅 适 用 于 求 下 :中 任意 曲面 的 高 斯 昌 
率 ， 也 能 用 它 来 定义 关于 形 如 g; ;二 入:8;; 的 任意 黎明 度量 
的 高 斯 曲率 。 可 以 直接 验证 高 斯 曲率 在 参数 的 共 形 变换 下 是 
不 变量 。 因 此 (9.16) 等 价 于 


Ko0, (9.18) 
而 (9.17) 等 价 于 


[fkldA<=， (9.19) 
”D 
定理 9.1 设 M 是 完备 二 维 驼 冯 流 形 ， 它 的 高 斯 曲率 满 
足 (9.18) 和 (9.19) 。 则 存在 着 紧 致 二 维 流 形 M 及 M 上 的 


有 限 个 点 P;，…，Ps 并 且 M 与 了 一 {Pi，…，Pr} 是 等 中 8 
的 。 | 
证 明 ; 让 A .Huber 定理 可 知 ， 在 完备 二 维 流 形 M 上 的 
菜 件 (9.19) 可 推出 M 是 有 限 连 通 的 (A,Huber{1),，P.61)。 
这 就 意味 着 在 M 上 存在 一 个 相对 紧 致 区 域 Mu， 其 边界 是 有 
限 条 解析 的 约 当 曲 线 ?;，…，?》*， 使 得 M 一 M, 的 每 个 分 支 
Mj; 蚌 双 连通 的 。( 见 Ahlfors 和 Sariof1]， 工 44P 和 13B) 

是 每 个 M ;可 共 形 映射 到 国 环 Dj;，1 达 |z| 之 rj; 才 % 上 去 ， 
其 中 曲线 对 应 于 1z2j=1。 取 Mi 上 上 的 度量 为 Di 内 g;;= 入 ? 
5 的 形式 ， 则 条 件 (9.18) 和 (9.19) 就 分 别 变 为 《9.16) 


和 (9.17) 。 因 为 函数 Re{ > 一 1} 是 负 调 和 函数 ， 因 此 区 
域 D; 显然 是 双 曲 域 。 根 据 引 理 9.4 可 知 ， 存 在 一 个 满足 
(9.14) 的 调和 函数 h(z) 、 又 由 引 理 9.3 〈 和 M 的 完备 性 ) 
可 见 rij=co。 设 ; 是 对 黎 曼 球面 上 的 圆 矢 Di 添加 一 个 co 点 
后 的 扩充 ， 计 是 把 圆 榴 方 沿 Yij “焊接 ”到 M。 所 得 到 的 紧 至 
曲面 〈 见 Ahifors 和 Sariol 1 )， 了 3 C). 于 是 M 共 形 等 价 于 


了 一 {P,，…，P,)， 其 中 Pj; 是 点 访 ; 一 Di， 再 通过 带 上 M 上 
的 度量 ， 这 个 对 应 就 变 成 等 距 对 应 了 。 

引 理 9.5 设 X(p)，M 一 一 已 ?确定 了 一 个 完备 正则 极 
小 曲面 S。 如 果 S 的 全 曲率 是 有 限 的 ， 则 定理 9.1 的 结论 正确 
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而 且 映 射 (9.13) 中 的 函数 g(p) 能 扩充 为 让 下 的 夏 纯 函数 。 
证 明 ， 由 前 面 的 证 明 可 知 ， 极 小 曲面 的 全 曲率 民 秋 0 ， 


因此 | ffxda| = fklaA， 所 以 全 曲率 有 限 就 等 价 王 
(9.,.19) 成 立 。 于 是 可 应 用 定理 9 .1， 并 且 可 以 把 g(P) 看 作 
是 在 这 一 {(P,，…，P+)} 上 的 亚 纯 函数 。 若 任意 一 点 Pi; 是 g 的 
本 性 奇异 点 ， 则 根据 皮卡 定理 ，g 取 每 个 值 无 限 多 次 (至 多 
有 两 个 值 例外 ) ， 但 是 这 就 推出 像 的 球面 积 无 限 ， 因 此 全 则 
率 也 无 限 ， 这 与 假设 矛盾 。 于 是 g 在 每 一 点 Pi 处 至 多 有 一 个 
极点 ， 因 此 g 在 整个 ME 为 亚 纯 函数 。 

定理 9.2 设 S 是 E? 内 的 完备 极 小 曲面 ， 则 S 的 全 上 曲率 
只 能 取 值 一 4xm， 其 中 m 是 非 负 整数 或 一 oo。 : 
”证 明 ， 因 为 K 之 0， 则 或 者 在 整个 曲面 上 积 |KaA 雪 
散 为 一 co， 或 者 全 明 率 是 有 限 的 。 在 后 一 种 情形 下 ， 可 用 引 
理 9.5 并 求 得 全 曲率 是 在 映射 g 下 M 一 (P,，…，P,y 的 像 的 
球面 积 之 负 值 。 但 又 因为 在 MY 上 g 是 亚 纯 函数 ， 因 此 或 者 
是 常数 ， 在 这 种 情况 下 K = 0 ， 否 则 它 取 每 个 值 同 定 多 次 ， 
譬如 m 次 ， 于 是 这 个 像 的 球面 积 是 4rm。 

引 理 9.6 设 f(z) 是 定义 在 0 <rm<<|z1<co 上 的 非 夫 
解析 函数 ， 又 设 对 每 条 发 散 到 无 穷 的 路 径 C 有 


[GI (9.20) 
C 
则 f(z) 至 多 在 无 穷 远 处 有 一 个 极点 。 


证 明 ， 因 为 f(z) 二 0，log|f(z)| 为 调和 和 函数， 在 无 穷 
远 处 有 罗 朗 (Laurent) 展开 式 成 立 ， 
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log |ftz ) |=atogiz| 十 ha(z) 十 H(z)， 


式 中 h(z) 为 调和 函数 而 且 当 ri<rs 和 jzj<co 时 为 有 界 函 
数 。H(z) 在 有 限 平面 1z1< ce 内 也 是 调和 函数 。 若 人 为 大 于 
a 的 任 一 正 整数 ， 可 见 当 |z | 之 rs 时 


If(z)|= |z2|*er et?:) CM|z|Neri(), 
=M|Zvee "|, (9,21) 


其 中 M 是 适当 的 常数 ,G(z) 是 整 函 数 ,其 实 部 等 于 HH(z )， 
现在 引进 整 函 数 


W=F(z) = zses: dz， F(O) 一 0， i 
并 注意 在 z= 0 的 邻 城内 存在 着 满足 5'(0) + 0 的 音信 分 支 


Ee(2)= (F(z)] /N+t, 


因此 在 t= 0 的 邻 域内 有 反 函 数 z(t)， 并 且 这 个 反 函 数 或 者 
能 扩充 到 整个 一 平面 ， 或 者 存在 一 个 最 大 圆 盘 |51<R， 而 
反 函 数 z(&) 能 够 扩充 到 这 个 圆 盘 。 但 后 一 种 情况 是 不 可 能 
发 生 的 ， 因 为 那 时 就 会 存在 一 点 5。， 满 足 |k。|=-R， 而 这 个 
反 函 数 不 可 能 扩展 到 这 点 。 如 果 研 究 曲线 5(t)=tt。，0 去 
t<1， 在 Z 平 而 上 它 的 道 像 洛 路 径 C 的 积分 为 


avec tn ldzl= {IF’(2) lasl=R, 
J ) . 


如 果 路 径 C 发 散 于 无 穷 ， 那 么 从 某 一 点 起 C 就 落 在 区 域 |Z1 > 
rs 内 ， 出 于 (9.21) ， 这 将 与 (9.20) 相 了 矛盾 。 因 此 扣 不 可 
能 发 散 于 无 穷 ， 而 且 在 C 上 必 存 在 着 一 个 点 列 Z,， 它 有 有 限 
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的 聚 点 2。， 使 到 在 《& 平面 内 这 些 点 的 像 趋 于 ko。 但 是 因为 

F(zo) 冯 0， 因 此 就 能 将 逆 映 射 扩展 到 点 E,， 这 样 一 来 就 

可 得 出 道 函 数 z(5) 是 定义 在 整个 5 平 面 内 的 结论 。 此 外 由 于 
2(€1)=2(6) RL EE)) =F(Z(E)) > 
ErNtl=t, Nl, 


这 说 明 每 个 值 至 多 取 N 十 1 次 ， 而 且 2(&) 必须 是 一 个 多 项 
式 。 但 是 2(5)= 0 之 = 0 ， 因 此 对 某 个 整数 必 必 有 45) 一 
At。 最 后 ， 出 民 (0) 一 AKE 关 0 推 出 玉 =1，Az#*0， 
所 以 F(C)=(271A)N，G(C2Z) 为 常数 。 同 理 可 得 HZ) 也 必 
为 常数 ， 所 以 在 无 穷 远 附近 | 区 2z)1 委 Mi 1ZIx 接近 无 穷 ， 
f(z) 至 多 在 无 穷 远 处 有 一 个 极点 。 

定理 9.3” 设 3 为 EE 内 完备 正则 极 小 曲面 ， 则 


(|KdA<2sn(r—k), (9 22] 
‘S . 
其 中 * 是 5 的 欧 拉 《Euler) 示 性 数 ， 政 是 边界 分 支 数 。 

证 明 ， 如 果 〈9.22) 左 端的 积分 发 散 于 一 eo， 这 个 结果 
显然 成 立 。 否 则 S 有 有 限 的 全 曲率 ， 这 样 就 可 以 应 用 定理 
9.1 和 引 理 9.5 。 根 据 函 数 g 和 则 而 的 法 向 量 之 间 的 关系 式 
(8.8) 并 通过 事先 把 空间 作 一 个 旋转 后 总 可 假设 在 点 pi， 
g(p) 兰 0，co， 而 且 g(p) 的 极点 全 部 是 一 重 极点 。 在 M 
二 斩 一 {p1,… ,pi) 的 任 一 点 的 邻 域内 存在 着 以 等 温 参数 表 
示 的 表达 式 〈8.2)。 正 如 我 们 早已 注意 到 的 ， 在 参数 5( 亡 ) 
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dt/dE， 对 f(6) 也 有 类 似 的 表达 式 。 这 就 可 得 出 由 或 在 
某 点 存在 零点 ， 与 它 的 级 的 阶 数 一 样 均 与 局 部 参数 的 选择 无 
关 。 由 引 理 8 .2 可知， 在 gE 的 每 一 个 一 重 极点 处 f 必须 有 二 
重 有 堆 点 ， 并 且 革 没有 其 它 零点 。 所 以 如 果 在 交 上 函数 g 有 中 
阶 极点 ， 那 么 在 M 上 函数 上 恰好 有 2m 阶 零点 ， 在 每 一 点 pi 
处 可 引进 局 部 坐标 使 得 对 应 于 pi 点 6 二 0。 当 0 <it|<e 
时 ， 则 有 |g| 过 M， 因 此 ff 0 。 此 外 若 C 是 M 上 趋 于 pi 点 的 
一 条 曲线 ， 则 由 S 的 完备 性 可 得 


== asl = {fllel) hat 
C C 
1 十 M: 
< jas 


由 引 理 9.6 可 兄 了 在 原点 处 必 有 极点 。 根 据 在 8.6)》 式 中 ， 
Xit(5 在 0<151<e 办 是 单 值 函数 这 个 事实 ， 又 因为 假设 了 
g(p;)* 0 9 那么 容易 看 出 在 pi 点 ， 的 极点 的 阶 数 ; 至 少 
等 于 2 。 于 是 【(5)dt 在 M 上 是 要 纯 微分 ,同时 有 黎 受 关系 ， 
极点 个 数 减 去 零点 个 数 等 于 2 一 2 G， 其 中 G 是 对 的 亏 格 
( 见 Ahlfors 和 Sario( 1 ]，Y27A ) 。 此 外 又 因为 M 的 欧 
拉 示 性 数 x 等 于 2 -2G 一 区， 因此 有 有 

9oG = pam Kam 


3=1 


[fkaA=—4rm<2m(2—2G—2K)=2a(x—K), 


S 
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注 ， Cohn—Yossen 证 明了 不 等 式 | |KdA<2ix 对 任 


一 个 具有 有 限 全 曲率 以 及 有 限 欧 拉 示 性 数 x 的 二 维 完备 复 曼 
流 形 是 成 并 的 。 特 别 是 从 《9,22) 可 见 ， 在 极 小 类 面 的 情形 
下 Cohn 一 Vossen 不 等 式 中 等 号 是 不 能 成 立 移 。 在 Finn{ 6】 
的 最 近 发 表 的 一 篇 论文 中 已 讨论 了 这 个 问题 ， 在 每 个 边界 分 
支 处 他 引进 了 一 个 几何 量 ， 它 起 着 Cohn 一 Vossen 不 等 式 两 
端的 补 尝 因子 的 作用 。 利用 这 种 方法 他 得 到 对 函数 二 在 Pi 点 
处 极点 阶 数 呈 作出 了 几何 解释 。 

定理 9.4 只 存在 两 个 全 曲率 为 一 4x 的 完 省 正则 极 小 
曲面 。 它 们 是 若 链 耐 和 思 纳 伯 曲 而 。 . 

证 明 ， 这 是 定理 9.2%4 m 一 1 的 情形 。 它 站 示 丽 数 g 是 一 


阶 亚 纯 函 数 ,因此 将 训 共 形 映射 到 黎 曼 球面 上， 于 是 二 M 的 对 
格 G=0， 并 且 不 等 式 (9.22) 可 简化 为 KK 之 2。 所 以 可 以 先 
取 M 为 去 掉 一 点 或 是 去 掉 两 点 的 对 ， 此 时 g(5) 一 5， 而 且 根 
据 引 更 9.6 可 知人 f(t) 是 有 理 函 数 。 考 虑 到 曲面 的 完备 性 和 范 
数 Xx(E) 是 单 值 的 这 个 事实 ， 容 易 看 到 只 有 选取 f5) 满 足 这 
些 条 件 时 ， 恰 好 就 能 得 到 定理 结论 中 的 两 个 曲面 。 

推论 ， 思 纳 伯 曲 面 和 县 链 面 是 仅 有 的 两 个 高 斯 映射 为 一 
对 一 的 完备 正则 极 小 曲面 。 

证 明 ， 如 果 高 斯 映射 是 一 对 一 的 ， 则 全 邮 率 是 像 的 面积 
之 负 值 ， 它 满足 


_ 4a<||kdA<。， 


定理 9.: 2 知 等 式 左 端 成 况 ， 于 是 由 定理 9， 4 可 得 半 上 论 ， 
在 证 明 工 述 关于 个 曲率 定理 时 所 使 用 的 方法 同样 可 用 于 
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更 精确 地 去 研究 高 斯 映射 的 性 质 ， 以 补充 和 加 深 前 节 所 得 到 
的 一 些 结果 。 下 面 举 一 个 例子 。 

定理 9.5 设 S 是 一 个 正则 极 小 曲面 ， 并 设 在 曲面 S$ 上 
所 有 趋 于 S 的 某 个 弧 立 边界 分 支 的 路 径 都 有 无 限 长 。 则 在 边 
界 分 支 处 S 的 法 向 量 趋 于 一 个 单 极限 ， 或 者 在 S 的 边界 分 支 
的 每 个 邻 域内 S 的 法 向 量 取 所 有 方向 最 多 除去 一 个 容量 为 夫 
的 集 。 

证 明 ， 所 谓 一 个 弧 立 边界 分 支 的 邻 域 ， 是 指 一 个 双 连 通 
的 域 ， 它 的 相对 边界 是 一 条 约 当 曲 线 y。 在 曲面 上 可 以 用 
X(5)，D 一 ”下 ?来 表示 这 个 区 域 。 其 中 D 是 环形 域 1< 1 
<rs 委 co， 昌 线 》 对 应 于 16| 一 1， 并 且 还 可 以 在 D 内 引进 表 
达 式 (8.2 ) 。 现 在 假设 在 这 个 边界 分 支 的 某 个 邻 绒 内 法 向 
g(E) 在 区 域 D/，r<151<rs 内 略 去 一 个 正 容量 集 。 由 引 
理 8.6， 经 过 映射 g(&)， 在 D' 的 像 内 必 存 在 着 调和 函数 
h(w) ， 使 得 log(1 十 |w|*) 志 h(w)。 因 为 曲面 5 的 度量 是 由 


$= (十 lg 给 出 的 ， 则 有 


logsM tS<log | CEL +log h(gC)) 


因为 在 D' 内 上 式 右 端 是 洞 和 函数 ， 所 以 可 应 用 引 理 9.3 推 出 
rz 一 ce。 但是， 另 一 方面 根据 皮卡 定理 在 无 穷 远 处 g(E) 不 
可 能 有 本 性 奇异 点 ， 于 是 ， 当 上 趋 于 无 穷 时 ，g(t) 趋 于 一 个 
有 限 的 或 者 无 限 的 极限 。 这 个 结论 对 曲面 的 法 向 量 也 同样 正 
确 。 | z 
不 用 作 详细 讨论 ， 只 要 依 上 述 方法 进一步 分 析 还 可 得 出 
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下 面 的 结果 

设 5S 是 E3 内 的 完备 极 小 曲面 ， 则 S 有 无 限 全 曲率 二 =>5 
的 法 向 量 取 所 有 方向 无 穷 多 次 最 多 除去 对 数 容量 零 的 集 ， 

5 的 全 旧 率 为 非 堆 有 限 数 守 达 5 的 法 同性 以 有 限 次 数 到 
所 有 方向 ， 至 多 除 控 三 个 方 同 ， 

5 的 全 曲率 为 零 千 坊 S 是 平面 。 . 

以 上 结果 和 本 的 其 它 定理 是 都 包括 在 Ossermannf4， 
5 2 两 篇 论文 中 ， 但 是 这 里 所 给 的 吉 现 形式 与 论文 中 各 有 不 
网 。 引 理 9.4 是 以 A,Huberl 1 ) 论点 为 基础 ， 他 利用 引 理 
9 .4 得 到 下 面 的 结果 ， 


若 S 是 完备 曲面， 并 有 由 dA 收敛 ， 其 中 区 -一 max 


{—K,， 0}, 则 S 足 抛 物 型 的 。 (在 3 是 单 连通 的 种 有 实 解 
析 度 量 的 情况 下 ， 这 个 结论 早已 由 Blanc 和 Fiala 得 到 )，: 引 
理 9.6 是 由 Mactane[ 1) 和 Voss( 1 1) 富 布 的 ， 但 他 们 没有 给 
以 证 明 。 本 概论 采用 的 是 由 Finn( 6 ] 给 出 的 证 明 。 以 相同 
的 论证 他 得 到 了 更 一 般 的 结果 ， 而 这 个 结果 对 我 们 来 说 并 不 
需要 。 定 理 9.4 的 推论 是 由 Ossermann( 6 和 Vossf 1 ) 各 有 
独立 得 到 的 。 

最 后 ， 让 我 们 注意 有 很 多 亏 格 不 等 于 零 的 完 备 : 末 : 小 晶 
面 的 例子 与 上 面 结 果 有 关 '"， Klotz 和 和 Sario 证 明了 存在 着 
任意 亏 格 和 连通 数 的 完备 极 小 曲面 此外， 还 可 以 证 明 

(Ossermann( 6 ]) 广 典 Scherk 曲面 有 无 限 个 亏 格 。 下 面 
是 没有 解决 的 问题 。 

问题 ， 是 否 存 在 一 个 有 有 限 人 金曲 素 的 完备 极 小 曲面 ， 它 

志 见 附录 2，4。 
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内? 
如 果 存 在 则 “3 ”是 精确 的 界限 。 如 果 不 存在 ， 最 大 值 
如 “2” 并 种 瑟 匀 而 来 得 到 它 。 


$ 10 在 产 内 的 非 参 数 极 小 曲面 


研究 非 参 数 形式 的 极 小 上 曲面 与 研究 极 小 曲面 方程 
(1 十 q2)r 一 2pqs 十 (1 十 p2)t= 0 (10.1) 


的 解 是 一 致 的 ， 因 此 它 可 以 看 做 是 非 线性 椭 园 型 偏 微 分 方程 
理论 中 的 一 童 。 正 如 在 前 一 节 所 看 到 的 那样 ， 用 复 变 函数 和 
黎 螺 面 的 理论 可 以 得 到 很 多 关于 极 小 曲面 的 几何 结果 。 现 在 
将 指出 极 小 曲面 的 很 多 性 质 是 由 于 方程 〈10.1) 的 形式 所 造 
成 的 ， 而 在 下 一 一 节 将 反 过 来 利用 参数 理论 去 推导 方程 (10.1) 
解 的 性 质 。 

这 节 的 基本 想法 是 把 方程 (10.1) 的 未 知 解 与 一 个 具有 
熟知 性 质 的 国定 解 进行 比较 。 市 下 面 基本 引 理 的 成 立 ， 可 知 
这 种 想法 是 可 行 的 。 

引 理 10.1 设 F 和 G 是 在 有 界 域 D 内 方程 (10.1) 的 两 
个 解 。 假 设 对 趋 近 D 之 边界 的 任意 一 个 点 列 都 有 lim(F 一 G) 
和 M， 则 在 整个 D 内 FF 一 G 委 M 成 立 。 

证 上 明 ， 这 个 引 理 对 更 一 般 的 奖 型 的 方法 也 是 成 立 的 ， 方 
程 (10.1) 只 是 特殊 情况 。 可 参考 Courant 一 Hilbert(1l )， 
P323 的 讨论 。 

研究 方程 (10.1) 的 一 个 有 趣 的 特点 就 是 从 某 一 方面 来 
看 ， 出 于 一 般 椭 园 型 方程 的 理论 ， 它 的 解 恰 好 表现 出 上 述 引 
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理 所 预 料 的 情 癌 。 而 另 一 方面 ， 这 些 解 又 显示 出 完全 意料 不 
到 的 性 质 。 以 后 要 举 一 个 例子 说 明 在 整个 平面 内 解 (不 是 平 
凡 线 性 解 ) 的 不 存在 性 (Berstein 定理 ) 。 现 在 另外 再 给 一 
些 例子 。 首 先 我 们 要 指出 ， 对 于 某 些 域 D， 既 使 已 知 的 假设 
只 在 部 分 边界 上 成 立 ， 引 理 10.1 的 结论 也 是 正确 的 。 引 进 下 
面 记号 ， 令 


GCT r1)=ricosh 
1 


rPV GO TD) 委 0 (10.2) 
方程 
Xs=G(r; ri), + 一 wx 十 xz ， (10.3) 
确定 了 基 链 面 的 下 半 部 分 , 并 且 是 极 小 曲面 方程 在 圆 xi 十 xi 
二 外 面 的 整体 解 在 这 个 网 上 取 边 界 信 为 零 。 
引 理 10.2 设 D 是 圆 环 域 f ,之 r<r。 内 的 一 个 区 域 ， 
F(x1，XX:) 是 (10.1) 在 D 内 一 个 任意 解 。 如 果 已 知 的 关系 
式 


lim(FE(xi，x 一 GO ri))<M 《10 .4) 
对 趋向 于 局 的 边界 点 且 不 在 图 r=r， 上 的 任意 点 列 是 成 立 
的 ， 则 在 整个 D 内 
F(xi, Xs )EG(r, Ti) 十 M (10.5) 
成 立 。 
注 ， 引 理 10.1 的 一 种 最 尺 人 的 说 明 是 取 域 D 就 是 图 环 
ri<r<r:， 于 是 由 (10 .4) 在 外 加 r=r, 上 成 立 这 一 事实 就 
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能 推出 在 整个 碟 D 上 (10.5) 成 立 ， 因 此 在 内 圆 r=r， 上 
limF(x xs) 委 M。 在 几何 学 上 可 以 把 这 种 状态 描述 如 下 ， 
在 圆 坏 上 给 定 一 个 任意 极 小 曲面 ， 如 果 把 悬 链 面 的 冠 安置 在 
圆 环 上 薄 使 得 消 外 圆 曲 盏 在 下 方 ， 这 样 整个 极 小 曲面 就 在 最 
链 面 的 下 面 了 。 这 种 情况 和 调和 函数 的 下 面 性 质 有 显著 的 不 
同 。 调 和 函数 可 以 在 内 贺 上 取 任 意 大 的 值 ， 与 外 图 上 的 值 无 
关 ， 并 且 我 们 可 以 找到 在 加 环 内 到 这 些 边界 值 的 调和 函数 。 
证 明 : 对 王 满足 r<ri<rs 的 一 个 任意 fri， 设 


c= max |G(rs fr1)—G(lr; ri)l, 
rrr 


于 是 ， 下 (10,4) 式 可 知 ， 对 于 贺 环 rrsrs 内 趋 十 了 D 的 
边界 点 的 所 有 点 列 有 以 下 不 等 式 成 立 ， 


lim(F(x/, x,)—G(r; r1 人 1)<M 十 e。 (10 .6) 


我 们 希望 在 区 域 D 一 Dr<r<r } 内 得 到 结论 ， 
Flix x )EG(r; ri)+ M+e, (10.7) 


于 是 令 r1 趋 于 rt 好 可 得 到 引 理 要 证 明 的 结论 。 

为 了 证 明 (10.7) ， 报 据 引 理 10.1， 只 要 证 明 (10.6) 
第 的 每 个 边界 点 成 立 就 足够 了 。 因 为 已 知 它 在 D 的 边界 点 
处 是 成 立 的 ， 所 以 只 需 证 明 (10.7) 在 D 的 内 点 ， 即 在 . 贺 
T 一 T1 的 点 上 成 立 束 足够 了 。 用 反 证 法 ， 假 设 《10.7) 在 r= 
ri 上 不 成 六 ， 则 消 数 (xy，x2) 一 G(r} rT!) 在 DD 内 r=r1 贺 
上 的 某 一 点 (a1，a:) 处 有 极 大 值 M, >>M 二 se。 而 根据 引 理 
10.1 可 知 在 整个 域 D' 内 可 有 以 下 的 不 等 式 成 立 ，F(x) ， xs ) 
一 G(r; f1) 人 Mi 。 另 一 方面 ， 卫 在 点 (a1，as) 有 有 限 的 
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梯度 ， 而 由 (10.2) 


因为 在 点 (al ay) FE 一 G 王 Mi， 可 见 对 在 D!’ 内 充分 接近 
点 (a1，as) 和 原点 的 所 有 点 F 一 G>M, ， 这 是 由 于 假设 
(10.7) 不 成 立 而 得 出 的 矛盾 ， 故 引 理 证 毕 。 
下 面 介 绍 有 关 此 引 理 的 几 个 应 用 。 首 先 介绍 关于 方程 
(10.1) 解 的 广义 极 大 值 原理 。 
定理 10.1 设 F(x;，x,) 是 极 小 曲面 方程 (10.1) 在 有 
界 域 D 内 的 解 。 假设 对 DD 的 每 个 边界 点 {ais az ) ， 可 能 有 
有 限 个 点 例外 ， 关 系 式 
lim F(xi:, x;,)M, 
(XI X,)—>(a a,) 
”| ’ (10.8) 


lim F(x!, Xs ) 之 器 
(xX, xX,) (a, a,) 


成 立 ， 则 在 整个 域 D 上 有 
m<F(x!, x2)<M,。 (10.9) 


证 明 ， 只 要 证 明 (10.9) 的 右 端 不 等 式 成 立 就 足够 了 ， 
因为 只 要 通过 把 下 看 成 一 F 就 可 得 到 左 端 不 等 式 的 证 明 。 先 
用 反 证 法 来 证 明 。 假 设 SupF= Mi >M。 那 么 在 D 内 存在 一 
个 点 列 ， 灌 着 这 个 点 列 F 趋 于 Mi ， 并 且 这 个 点 列 拉 序列 必 
然 趋 于 边界 点 中 那些 例外 点 中 的 一 个 。《〈 如 果 假 定 F 在 了 的 
内 部 点 取 最 大 值 ， 那 么 因为 在 局 部 等 温 参 数 下 X* 是 调和 函 
数 ， 则 这 个 最 大 值 必须 是 常数 ) 。 我 们 总 可 假设 通过 平移 变 
换 能 使 这 点 成 为 原点 ， 并 可 选取 r: >0， 使 得 另 一 些 例外 的 
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边界 点 没有 一 个 在 图 盘 r 委 rc: 内 。 任意 选取 r ,使 得 0<ri<ri 
并 设 D 是 D 与 1r<r<r ) 的 交 最 后， 对 于 区 域 D 在 图 
r 一 r; 上 的 那些 点 ， 再 设 M, =SupF。 可 以 断定 M;<M,。 也 
就 是 在 国 r=rs 上 给 了 一 个 点 列 ， 沿 着 这 个 点 列 F 趋 于 M,， 
并 且 有 一 个 聚 点 ， 这 个 聚 点 或 者 在 D 的 边界 上 ， 在 这 种 情况 
下 M:<M， 或 者 它 在 D 的 内 部 ,此 时 在 那个 聚 点 处 FE<M，。 
因为 如 果 不 是 这 样 ， 则 F=M, >>M 就 与 (10.8) 矛盾 。 综 上 
所 述 ， 在 D’' 的 所 有 边界 点 ， 对 于 这 些 边 界 点 r>ri:， 可 得 如 
下 结论 ， 四 


Tim(F(xz,，x) 一 G(r r) EM—Gra ri), 

Ms=max { M, M; } <M，。 | 
由 引 理 10.2 可 见 ， 在 整个 D “上 上 

F(xi, x2)SG(r: ri1)— G(r r+M: 


成 立 。 现 在 ， 对 每 个 固定 的 r， 从 〈10.2) 可 见 当 ri 一 0 时 
G(r ri) 一 0 并 且 可 导出 当 0<r<r 时 F(xi，x) 过 Ms< 
M,， 但 这 又 与 沿 着 趋 于 原点 的 点 列 了 一 M, 是 矛盾 的 。 结 论 
随 之 可 得 。 

.注意 在 定型 10.1 的 论述 过 程 中 ， 每 个 例外 点 或 者 在 一 个 
边界 连续 统 上 或 者 就 是 一 个 孤立 边界 点 。 在 后 一 种 情况 下 ;” 
上 面 的 证 明 可 以 大 大 简化 ， 并 且 还 可 得 到 一 些 更 强 的 结论 。 
一 定理 10.2” 一 个 极 小 曲面 方程 的 解 不 可 能 有 狐 的 奇 
: 一 钙 咀 ， 设 F(x,, Xy ) 是 方程 (10.1) 在 一 个 有 姊 辐 起 


*: 风 附录 3， 5。 
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0 <r<s 内 的 一 个 任意 解 。 我 们 希望 证 明 F(x,，x;) 能 连 
续 的 扩充 到 原点 ， 这 样 所 得 的 曲面 X=F(x,，x。) 就 是 在 
丈 个 圆 盘 r<s 上 的 正则 极 小 曲面。 

选取 fr，0 之 fr; < 之 e， 并 设 当 x 十 x2 二 fr? 时 。|F(x1， 


x1)|<<M。 王 根据 定理 7.2， 必 存在 一 个 确定 的 函数 (x， 
xs)， 它 在 圆 租 r<rs 内 连续 ， 在 r<r: 内 满足 (10.1) ， 当 


r=r; 时 F 与 并 有 相同 值 。 那么 党 T 委 fa 时 还 有 | 人 <<M 成 

立 。 事 实 上 ， 将 要 证 明 的 是 当 0 < r <rs 时 ， 有 FE 一 F， 因 

此 站 就 是 所 想 要 的 解 了 的 扩充 。 为 此 回想 一 下 以 下 的 记号 。 
F aF 


W=V1+p’:+q:， P= ， 0 一 3 一， 
和 1 其 2 
于 是 方程 (10.1) 可 写成 以 下 形式 ， 
3 ， 3 _ 
3 a 0 C10.10) 
其 中 
$=— Y= (10.11) 


(这 就 是 方程 (3.14) 在 n=3 时 的 特殊 情形 ， 而 这 种 情况 
是 容易 直接 证 明 的 )。 
。 现在 ， 对 十 函数 证 引进 相应 的 芋 ， 范 昌 在 国 环 Dh， 和 << 
r<rs 内 研究 这 两 个 函数 之 差 。 如 果 令 C, 是 圆 r 一 X， 那 么 由 
于 在 r=r, 图 上 ，F 一 F= 0 这 一 事实 ， 并 把 格林 定理 应 用 
到 区 域 D, 上 去 就 可 推 得 
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| -六 Ce 一 和 dz 一 (dx 


-| -Dy + )dxdx, 
D， (10 .12) 


其 中 利用 了 函数 F 与 了 都 满足 方程 (10.10) 的 这 个 条 件 。 
再 从 (10.11)》 和 到 的 定义 可 得 到 中 十 下 :之 1 ， 类 似 地 还 可 
得 审 ?十 避 之 1。 因 为 IF 一 守 | 才 2M， 可 见 当 和 一 0 时 (10.12) 
的 左 端 趋 于 零 。 但 是 通过 把 引 理 5.1 用 到 函数 EC(p，9) 
一 w1I 十 pz 十 9 ， 又 容易 看 到 (10,12) 右 端的 被 积 函数 非 负 ， 
把 p 和 和 aq 作为 独立 变量 来 研究 ， 并 求 得 

2 2F 

天 页 
这 样 ， 40.2) 右 器 被 各 函数 克 化 为 (5 .2) 式 左 端的 表达 式 。 
于 是 若 在 某 些 点 (p 一 D )2 十 (qd 一 9 )2 关 0 就 可 见 (10.12) 右 
端的 被 积 函 数 在 那 点 为 正 ， 因 此 在 那 点 的 邻 域内 也 到 亚 值 。 
所 以 当 》 赵 于 零 时 ， 积分 不 能 趋 于 零 ,于 是 当 0 < <ri 时 ， 
可 得 结论 p 一 DB=0，q 一 和 = 0， 同 样 也 有 下 一 亿 = 0 ， 于 
是 证 明了 定理 。 

这 个 定理 的 证 明 辣 定理 10.1 和 引 理 10.2 的 证 明 都 是 Finn 
(5 ) 得 到 的 。 事实 上 引 理 10.2 是 Finn 的 引 理 (C5 )，139 页 ) 
的 特殊 情况 。 定 理 10.2 和 定理 10.1 中 的 例外 边界 点 是 孤立 的 
那 种 情形 ， 最 初 是 由 Bers[ 1 ] 给 出 的 。 上 而 所 表达 的 定理 
10 .1 的 形式 是 由 Nitsche 及 Nitschef 1 ] 给 出 的 ， 以 后 又 推 
广 为 多 许 例外 点 集 是 一 个 任意 的 线性 豪 斯 道夫 测度 为 零 的 集 
合 (Nitschel 5 ]) 。 类 似 地 Bers 关于 可 去 奇 点 定理 可 作 如 
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下 的 推广 "， 若 DD 是 有 界 域 ,E 是 D 的 紧 子 集 , 它 的 线性 豪 斯 道 
夫 测 度 为 零 ， 那 么 在 D 一 已 内 极 小 山 面 方程 的 每 个 解 就 能 扩 
充 为 在 整个 DD 内 的 解 ,这 个 结果 是 出 Nitsche(5)，De Giorgi 
种 Stampacchial 1 ) 各 自 独立 得 到 的 。 这 种 情形 与 n>3 的 
情形 完全 不 同 ， 在 那里 甚至 极 小 曲面 方程 的 有 界 解 都 可 以 有 
孤立 的 非 可 去 奇异 点 〈Ossermannf10]) ”。 

下 面 转向 研究 引 理 10 .2 的 其 它 应 用 ， 就 是 研究 关于 极 小 
晶 而 方程 的 犹 利克 和 雷 问题 的 可 解 性 。 为 此 目的 ， 引 进 以 下 概 
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定义 ， 设 D 是 平面 域 ， 卫 是 也 的 边界 点 。 若 存在 -个 通 
过 P 点 的 圆 C 和 P 点 的 某 个 邻 域 ， 此 邻 域 与 C 的 外 部 的 交集 在 
D 内 时 ， 则 说 P 是 凹 性 点 ， 而 称 C 为 点 P 的 内 切 圆 。 

引 理 10.3 设 D 是 有 界 平面 域 ， 了 是 边界 上 的 四 性 点 ， 
C 是 内 切 于 了 点 的 圆 。 若 王 是 极 小 曲面 方程 在 D 内 的 解 ， 则 了 
在 P 点 的 边界 值 是 出 F 在 C 的 边界 外 部 的 值 所 限制 的 。 

证 明 : 设 C 是 以 原点 为 圆心 ， 以 ri 为 半径 的 圆 。 整 个 域 
DD 包含 于 某 个 圆 r<<r; 之 内。 假设 对 于 在 C 外 部 域 D 的 所 有 边 
界 点 处 有 limFM。 则 把 引 理 10.2 用 于 DD 与 C 的 外 部 的 交集 
上 ， 则 当 之 r<r; 时 ， 有 上 和 G(r rr) 一 Grey rf1) 十 M 
. 成 立 ， 因 此 


lim F(Q)<M— G(r, ri)。 (10.14) 
Q->P 


引 理 10.4 设 D 是 任意 的 平面 域 ， 则 D 为 凸 域 的 充 要 条 
件 是 在 D 的 边界 上 不 存在 四 性 点 。 
证 明 : 首先 假设 P 是 D 的 四 性 点 ，C 是 在 P 点 的 内 切 贺 。 


"，"“ 见 附录 3，5。 
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那么 在 了 点 与 C 相 切 的 线段 之 端点 将 在 PD 内、 而 蕊 线段 本 身 
却 含有 不 在 D 内 的 点 P， 因 此 DD 不 可 能 是 凸 域 。 反 之 ， 若 DD 不 
是 同 域 ， 则 在 DD 内 存在 两 点 Qi1，Q; ,而 联结 这 两 点 的 线段 却 
不 在 D 内 。 设 Q(t)，0 志 t 志 1 是 在 DD 内 联结 Q;，Q; 两 点 的 
曲线 ， 那 么 存在 一 个 t 的 最 小 值 t。， 关 于 这 个 最 小 值 从 Q1 到 
Q(to) 的 线段 L 不 完全 在 D 内 。 当 to 盖 0 时 ， 对 于 所 有 充分 
接近 tv 的 较 小 的 + 值 ， 从 Qi 到 Qt 的 线段 都 在 D 内 并 且 在 世 
的 同一 侧 。 因 此 存在 一 个 D 的 开 子 集 A， 它 是 由 在 上 的 荣 一 
侧 并 充分 接近 工 的 所 有 点 和 贺 盘 内 力 绕 每 个 端点 的 所 有 点 一 
起 构成 的 。 通过 在 A 内 选取 联结 工 端点 的 充分 光滑 的 艾 放 旦 
变动 它 直至 它 第 一 次 切 于 D 的 边界 ， 就 能 找到 一 个 四 性 点 。: 

定理 10.5 设 D 是 平面 内 的 有 界 域 。 了 为 凸 域 的 充 要 条 
件 是 在 D 内 存在 着 极 小 曲面 方程 (10.1) 的 一 个 解 ， 此 解 在 
边界 二 取 任 意 选 定 的 连续 值 。 

证 明 ， 首 先 假设 DD 是 凸 域 ， 那 么 由 定理 7 .2 能 够 解决 对 
任意 一 些 连续 边界 值 的 边 值 问 题 . 另 一 方面 , 若 D 不 是 凸 域 ， 
则 出 引 理 10 .4 在 卫 的 边界 上 必 存 在 一 全 四 性 点 P。 若 选取 一 
些 边界 值 使 得 它们 在 了 点 充分 大 而 在 P 点 的 邻 域外 充分 小 ， 
则 向 不 等 式 (10.14) 可 知 解 不 存在 。 

这 个 定理 和 引 理 10.3 都 是 Finn( 5 ) 给 出 的 ， 也 可 以 直 
接 从 引 理 10.2 容 易 构 造 非 可 解 性 的 特殊 情况 。 例 恕 ， 本 DD 是 
位 于 第 一 象限 内 的 贺 环 f <r<r。 的 一 部 分 ， 并 县 指定 了 
些 连续 边界 值 ， 这 些 值 在 图 r=ri 外 等 于 G(r ri1)， 在 加 上 
某 处 为 正 ， 则 根据 (10.5》 可 知 解 不 存在 。 在 非 西区 域 肉 解 
的 不 存在 性 问题 从 Bernstein( 2 开始 ， 早 已 有 一 些 学 者 进 
行 过 研究 ， 但 旺 在 每 种 情形 下 绪论 仅 对 某 个 特殊 区 域 正确 。 
关于 这 个 问题 的 详细 探讨 请 见 Nitschet 6 )。 
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下 面 研究 更 一 般 的 情形 ， 这 冉 解 可 以 有 无 穷 大 边界 值 。 
首先 证 明 下 面 的 结果 , 它 也 是 在 Finn( 5 ) 的 论文 中 得 出 的 。 

定理 10.4 设 D 是 任意 的 区 域 ， 在 它 的 边界 上 有 一 个 止 
性 点 P。 那 么 在 D 册 极 小 曲面 方程 的 解 在 了 点 不 可 能 趋 于 无 穷 
大 。 

证 明 ， 设 C 是 在 了 点 的 内 切 圆 。 选 取 一 个 稍 大 些 的 圆 并 
在 P 点 与 C 相 切 。 如 果 必 要 的 话 ， 可 以 假设 存在 C 的 一 段 弧 
y， 它 包含 P 点 而 不 包含 其 它 的 边界 点 。 如 果 C’ 是 与 C 同 心 
并 充分 撤 近 C 的 较 大 的 圆 ， 那 么 以 y 两 个 径 河 线段 和 C’ 的 弧 
y! 为 边界 的 区 域 D' 将 整个 在 DPD 内 。 在 D 内 (10.1) 的 任 一 解 
FF， 在 C 的 外 部 D “的 边界 部 分 上 有 有 有限 上 界 M。 于 是 可 以 将 
引 理 10.3 用 于 区 威 D 上 上 去， 并 根据 〈10.14) 可知 下 在 PP 点 
不 可 能 趋 于 无 穷 大 。 

上 面 定理 的 重要 性 ， 在 于 它 指出 了 极 小 有 曲面 方程 的 解 确 
实 能 够 取 无 穷 边 界 值 ， 甚至 沿 着 整个 边界 的 听 。 王 如 在 
Secherk 册 而 


COSX。， 
COSX1 


P(x, Xs )=1og 


的 情形 。 它 是 定义 在 正方 形 [x |< 地， [xs|<<-- 内 ， 
除了 在 顶点 上 以 外 ， 在 每 一 个 边界 点 处 或 趋 于 十 ce， 或 趋 于 
有 显然， 如果 也 是 正方 形 内 部 任 一 囊 ， 它 的 边界 与 正方 形 
的 某 一 边 相 切 ， 则 下 是 在 D 内 的 解 ， 在 切 点 处 下 趋 于 无 穷 。 
”下面 证 明 附 类 平定 理 10.4 的 一 个 结果 ， 它 指出 无 穷 边 界 

值 不 可 能 出 现在 整个 凸 弧 上 。 

定理 10.5 设 了 二 平面 成 ，y 是 DD 的 一 条 边界 弧 ， 上 是 联 
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结 y 端 点 的 线 段 。 若 ? 和 世 构 成 了 了 的 子 域 D “的 边界 ， 则 在 
D 内 ， 极 小 曲面 方程 没有 一 个 解 能 在 了 的 每 一 点 处 趋 于 无 穷 
大 。 

证 明 ， 设 P 是 D 的 一 个 点 ，C 是 通过 P 点 和 工 的 端点 的 
加 。 那 么 存在 着 D' 的 子 域 D"， 它 是 在 C 的 外 边 并 界 于 y 和 CC 
之 间 的 那 一 部 分 。 若 F 是 极 小 曲面 方程 在 D 内 的 解 ， 它 在 > 
的 每 一 点 处 趋 于 无 穷 。 则 将 引 理 10.2 用 到 一 下 于 就 会 得 出 在 
D* 内 FF 二 co 的 结论 ， 而 这 是 不 可 能 的 。 

结合 定理 10.4 和 定理 10.5 可 得 下 面 结果 ， 

若 极 小 曲面 方程 的 解 沿 着 整个 边界 缠 趋 于 无 穷 ， 则 那 条 
弧 就 是 直线 段 。 

于 是 就 引起 了 这 样 的 问题 ， 沾 着 边界 上 已 给 线段 是 否 能 
解 具有 无 穷 边 界 代 的 犹 星 克 因 问题? Finnf 4) 的 论文 中 已 
包含 了 定理 10.5， 并 证 明了 下 面 的 结论 : 

设 D 是 边界 包含 一 直线 段 工 的 凸 域 ， 在 这 个 边界 的 其 余 
部 分 上 任意 指定 了 连续 边界 值 ， 那 么 在 D 内 ， 存 在 着 极 小 曲 
面 方程 的 解 ， 它 取 这 些 边 界 值 并 在 工 的 每 一 个 央 点 处 ， 这 个 
解 趋 于 无 穷 。 

最 近 ， 由 ,Jenkins 和 J]。Serrin(1，2}] 对 有 具有 无 穷 边界 
值 的 狄 利克 下 问题 作 了 详细 的 研究 。 他 给 出 了 在 给 定 的 三 条 
边界 弧 集 合 上 分 别 连 续 且 取 预 先 给 定 的 正 、 负 无 穷 边界 值 的 
极 小 曲面 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 充 要 条 件 。 关 于 这 个 结 
果 的 一 个 例子 是 ， 设 D 是 凸 四 边 形 ， 又 设 一 对 对 边 的 全 长 为 
L， 另 一 对 对 边 的 全 长 为 M。 在 了 内 存在 着 极 小 曲面 方程 的 
解 ， 它 在 一 对 对 边 上 到 边界 值 十 cc， 在 另 一 对 对 边 上 取 边 界 
值 一 ce 的 充 要 条 件 是 = M。 当 这 个 解 存在 时 ， 在 附加 一 个 
常数 后 是 唯一 的 。 
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$ 11 关于 非 参 数 问题 
参数 方法 的 应 用 


我 们 举 几 个 例子 以 结束 对 E* 内 极 小 曲面 的 讨论 , 这 些 例 
了 说 明 关于 极 小 曲面 方程 的 解 最 终 总 可 以 用 相应 的 参数 形式 
的 曲面 方程 来 表示 。 

定理 11.1 设 X, 二 F(x,，xs) 是 在 圆 盘 D ，X3 二 X; 
之 R? 内 定义 的 一 个 极 小 曲面 ,又 设 P 是 该 曲面 上 的 一 点 , 以 后 
将 把 它 取 为 原点 ，K 是 这 个 曲面 在 P 点 的 高 斯 曲率 ， d 是 从 P 
点 沿 曲 面 到 边界 的 距离 ， 则 以 下 不 等 式 成 立 ， 


[1K | 委 d?Y i (11.1) 


其 中 C 是 :绝对 前 数 ，Wo 蚌 


在 原点 的 值 。 
注 ， 不 等 式 (14 .1) 也 可 用 方程 (10.1) 在 圆 盘 D 内 的 
任意 解 的 二 阶 导数 在 原点 处 的 有 界 形 式 来 表示 。 
证 明 ， 用 X(E)，|E| 之 1， 这 种 参数 形式 表示 有 曲面 ， 取 
曲面 的 单位 法 向量 为 ， 
-fp 4949 _ 1 _ 2F _ 2F 
N=( 六 WP- 并 d= 
以 确定 曲面 的 定向 。 利 用 表达 式 (8.,2) 并 由 (8.8) 则 可 得 
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|g(8)| 2 一 Vill, (11.2) 


如 果 C 是 jE 过! 内 的 任意 一 条 曲线 ， 依 (8.7) ， 它 在 册 面 上 
的 像 的 长 度 出 下 式 给 出 


foiae= sy fiorisiyasie fea. 


特别 是 ,如果 在 |5| 之 1 内 研究 所 有 从 原点 出 发 的 发 散 路 径 C， 
则 有 


aa J ne (14.3) 


其 中 Ci 是 一 条 特殊 的 路 径 ， 取 路 色 Ci 如 下 ， 令 W=G(E) 
= 人 feat， 其 中 G(0)=0,. 则 根据 引 理 8.2 可 知 在 151 过 1 内 


G5)=f(5) 坏 0 ,再 根据 引 理 8.5 的 理论 ， 定 义 在 原点 邻 域 
内 的 反 函 数 5 一 H(W) 在 最 大 辐 盘 |W1]<P 上 将 被 确定 ， 在 这 
个 圆 盘 的 边界 上 存在 一 点 双 ,， 责 此 反 函 数 不 能 扩充 到 各 个 
点 。 半 径 L:， W(t)=tW。6，0 st<1 将 映射 为 在 长 |<1 内 起 
点 在 原点 的 那 条 发 散 路 径 Ci。 但 是 


frie= fawi=p. (11.4) 


将 Schwarz 引 理 用 于 由 1W|<p 到 151<<! 的 映射 H(w) 上 去， 
则 有 |H’(0)[<1/p, 于 是 1f(0)|=1G 0)|=W1H’(0)| 之 p。 
比较 (11.3) 和 (11.4) 则 得 

d<li(o1 (11.5) 
其 次 再 把 许 瓦 兹 引 理 用 于 出 1 < 之 1 到 1g(6) | 之 1 的 映射 g(&) 
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上 上 去， 又 得 到 | 
FAO (11.6) 


最 后 综合 (11.2) ， 《11.5) ， (11.6) 和 高 斯 则 率 表 达 
式 (9.4) 可 求 得 


于 是 证 得 了 这 个 定理 。 
推论 ' 在 与 定理 相同 的 假设 之 下 ， 则 存在 一 个 绝对 常数 
(使 得 
1 C， | 
IKI< Fs (11.7) 


证 明 ， 显 然 d 之 R， 并 且 W6 这 1。 

让 我 们 注意 ， 不 等 式 (11.1) 和 (11.7) 都 可 看 作 是 
Bernstein 定 理 的 定量 形式 ， 邮 如 果 F(x, , x,) 被 定义 在 整个 
平面 (x1， xz) 上 ,那么 关于 任 一 点 可 选取 为 圆心 。 一 个 有 任 
意 大 半 径 R 的 圆 此 ， 而 量 从 〈11.7) 可 见 ， 这 种 曲面 的 高 斯 
曲率 恒 等 于 零 。 作 为 极 小 申 面 还 可 以 推出 它 一 定 是 平面 。 这 
个 典型 例子 的 最 初 结果 蚌 由 Heinz(1) 给 出 的 ， 在 那里， 他 
得 出 了 了 不等式 (11.7) 。 以 后 上 "HopfL 1 ) 又 加 强 了 这 个 结 
困 ， 他 给 出 了 另 一 个 不 同 的 证 明 ， 并 发 现 可 以 在 分 母 中 如 上 
一 个 因子 W’。 . 

不 等 式 《11 .1) 是 出 现在 Osserman(2) 中 ， 它 的 好 处 
是 ， 当 把 圆 蕉 D 用 (x;，x;) 平 面 内 的 任意 区 域 代 殖 时 (11 .1) 


* 见 附 录 3，2，6T 卫 和 6E A， 
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仍然 正确 。 关 于 常数 C， 可 以 证 明 ， 如 果 这 则 面 在 原 点 有 水 
平 切 平面 时 ， 则 Wo 二 1 并 且 


: 64 1 
IK|< 冯 在 。 
此 外 ， 这 个 不 等 式 是 加 强 了 ， 当 骨 面 是 转 纳 件 曲面 时 取 等 
号 ， 在 这 种 情况 下 区 域 D 不 再 是 同 盘 。 通 过 把 上 面 已 给 的 论 
证 作 一 融 精 心地 改进 还 能 够 证 明 《11.1) 中 的 C 满 足 
全 Cg, : 
这 个 结果 是 在 Osserman[2) 的 论文 中 得 到 的 。 
利用 纯 参 数 法 Finn 和 Ossermann(1] 对 不 等 式 (11.7) 


给 出 了 一 种 完全 不 同 的 证 明 方 法 。 在 那里 他 们 证 明了 如 果 在 
原点 曲 而 有 水 平 切 平 耐 ， 则 


x t 
Kl< ;Er 


这 个 不 等 式 是 最 好 的 结果 ， 其 中 ?herk 曲面 起 着 极 值 的 作 
用 ,他 们 还 证 明了 (11.7) 中 的 常数 Co 满足 


EC, <6 


这 些 看 法 显然 是 针对 下 面 的 问题 。 

问题， 在 (11.1) 和 (11.7) 中 的 常数 C 和 Co 的 精确 值 
是 件 么 ?对 于 W 的 已 知 值 能 描述 出 关于 这 些 不 等 式 的 极 人 和 
面 吗 ? 

下 面 转向 求 在 癌 胡 外 部 定 PA 首先 
注意 由 Bers{1) 得 出 的 以 下 结 

定理 11.2 CC + 是 在 区 咸 xxi>R 内 


98 


确定 的 一 个 极 小 曲面 ， 屠 么 F 的 梯度 在 无 穷 远 处 趋 于 一 个 极 
限 。 . 
证 明 ， 这 样 的 曲面 的 法 向 晤 被 包含 在 一 个 半球 而 内 ， 而 
在 由 而 上 发 散 科 无 穷 的 所 有 曲线 的 长 度 显 然 是 无 穷 的， 从 年 
je 5 可 殉 法 疝 晤 在 无 穷 远 处 趋 于 一 个 极限 ， 这 就 是 要 证 的 


事实 上 ， 关 于 解 F(x,，xs) 在 无 穷 远 邻 咸 内 和 化 ， 
Bers 得 天 了 精确 得 多 的 结果 。 为 此 日 的 ， 他 利用 了 类 似 于 


(8.2) 的 参数 表示 和 下 面 引 理 。 
引 理 11.1 设 X3 一 F(x,，xy) 在 区 域 xi 十 xi>Rsz 内 交 
定 了 一 个 极 小 曲面 5, 则 S 共 形 等 价 于 有 孔 的 辐 检 ;0 之 |&| 过 1， 
xx 十 x 趋 于 无 穷 时 ， 趋 于 零 。 
证 明 ， 这 个 结果 可 以 用 与 定理 9.5 的 评 明 相同 的 推理 去 
证 得 。 
对 于 和 欲 想 研 究 的 那 种 曲面 在 参数 形式 下 的 精确 条 件 如 
下 。 
引 理 11 ,2 设 定义 在 有 和 孔 的 圆 表 入，0 之 15 1 之 1 内 的 极 
小 曲面 S 的 方程 可 表示 为 以 下 形式 ; 
X=Re | (6dt， (11.8) 
其 中 
$1=T{(—8"),b=3{1 te ) ,bs =ig, (11.9) 
则 下 面 两 个 论述 是 等 价 的 ， 
工 。 存在 p>0 使 得 对 应 于 0 过 |€| 之 p 的 那 部 分 曲面 S 能 


以 X， 一 F(x,, xz ) 形 式 解 出 ， 其 中 F(xi， Xs) 是 在 荣 打 约 当 
曲线 工 外 部 极 小 由 而 方程 的 有 界 解 。 
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{。 存在 p/>> 0 ， 使 得 在 有 孔 圆 盘 和 A/，0 << 比 |<p: 
内 ， 1 人 5) g(5) 为 解析 浮 数 并 有 以 下 性 质 ， 

a) 在 |E| < 之 p' 内 g(E) 扩展 成 解析 函数 ， 并 有 满足 
lg(t)l<1, g(0)= 0, g’(0)= 0。 

b) 在 人 /内 f(5) 0， 并 旧 在 原点 处 ，f(C) 有 一 个 残 数 
为 零 的 二 阶 极点 。 . 

证 明 ，I 过 工 , 设 p' 一 p， 非 参数 形式 的 昌 面 必须 是 正则 
曲面 ， 并 满足 条 件 jg1<1， 因 此 由 吉 理 8.2 可 知 函 数 fz# 0 。 
因为 在 有 孔 的 圆 盘 内 ，g 是 有 界 解析 函数 ， 它 在 原点 有 一 个 
可 去 奇异 点 。 所 以 g(0) 的 值 就 确定 了 在 无 穷 远 处 梯 麻 的 极限 
状态 ， 如 果 g(0) 闪 0 ， 那 么 根据 (11.2) ， 梯 度 应 趋 于 非 零 
极限 ，F(xi:，xs ) 就 不 是 有 界 函 数 ， 因 此 g(0)= 0 。 此 外 在 
无 穷 远 处 X, 二 F(x,，x，) 有 界 的 意思 是 指 在 原点 的 邻 域内 
X。 是 5 的 有 界 调和 函数 ， 因 此 也 有 一 个 可 去 奇异 点 。 于 是 

f(Dg(E) 下 (5 一 58 一 1 一生 十 让 。 

在 整个 圆 盘 内 是 解析 函数 ， 同 样 函数 f()g2(5) 在 整个 圆 舟 
内 也 是 解析 的 。 由 此 ， 首 先 可 以 看 出 了 在 原点 处 不 能 有 本 性 
奇异 点 ， 而 且 从 (11.8) 和 (11.9) 又 有 


xi 一 ixs 一 了 (if 开 一 fg?dE)， (11.10) 


由 此 可 以 推 得 在 原点 处 f 必 有 残 数 为 罕 ， 以 便 使 x 和 x; 为 C 的 
单 信函 数 。 另 一 方面 ， 在 原点 处 [又 不 可 能 是 正则 的 ,因为 否 
则 x,，x; 就 成 为 有 界 的 了 ， 于 是 { 至 少 有 二 阶 极点 ,并 由 fg 
在 原点 处 解析 就 可 推出 g 有 二 重 零 点 ， 即 g/(0)= 0 。 最 后 ， 
必须 证 明 f(E) 不 可 能 有 大 了 二 阶 的 极点 。 但 要 注意 (11 ,10) 
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又 可 写成 
xitixs= , (HCC)—G(E)), (11.11) 
其 中 


HG) = | f(a, 


GE) = | f(t)er(e)de, C11.12) 


是 入 内 的 单 值 解析 防 数 。 如 果 [(E) 有 大 于 三 阶 的 极点 ， 那 
么 H(C) 就 有 大 于 一 阶 的 极点 ,并 且 对 于 所 有 较 小 的 s , |51 = 
的 像 不 至 一 次 的 缠绕 在 原点 。 但 是 ， 对 于 较 小 的 数 :, 在 
|=e 上 HCE 之 |G(6)|， 于 是 在 x1，x; 平 瑟 上 151=e 的 
像 缠 绕 原 点 的 次 数 也 大 于 1 。 而 这 就 与 当 0 过 |& | 之 p 时 ， 映 
=>。 条 件 a) 和 b) 保 证 了 (11.12) 定 义 的 函数 G(E)， 
H(E) 在 入 ' 内 是 单 值 的 ， 在 原点 处 GC6) 还 是 解析 的 , 而 且 函 
数 H(E) 仅 有 一 个 单 极点 。 于 是 由 (11.11)， 当 & 趋 于 零 时 ， 
xi 十 ix: 趋 于 无 穷 。 贞 射 (11.11) 的 雅 可 比 行列 式 的 表达 式 
为 
和 
= (le) -1), (11.13) 


因为 |g| 达 !， 则 J 之 0 处 处 成 立 ， 焊 瑟 上 映 射 (11.10 是 局 部 

微分 同 胚 的 。 我 们 希望 证 明 对 于 适当 选取 的 p 在 0 必 上 |<p 

内 (11.11) 是 整体 微分 同 胚 的 。 为 此 ， 首 先 选取 r> 0 使 得 
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H(t) 在 0 <<151 委 cr 内 为 单 值 函数 。 因 为 H(E) 仅仅 有 一 个 模 
点 ,因此 这 种 选 法 是 可 能 的 , 当 |E1<r 时 , 令 M= max|G(&)|， 
并 选取 rm Sr 使 得 当 0 之 |E|<n 时 IH(6)1>M。 当 |t|=7 
时 ， 令 Mi 一 max|xi 十 ix, |。 可 渐 言 对 于 圆周 xi 十 x 一 M1 
外 部 的 每 一 个 点 ， 在 0 之 |E 1 之 r, 内 恰好 只 出 现 一 次 。 即 , 给 
定 任 一 个 这 样 的 点 (a;，a,)， 选 取 r; 之 r, 使 得 当 | | 二 rs 时 
有 |H(GE)1>21ai 十 ias | 十 M 一 Mi,。 于 是 在 |==r, 上 ，|xi 
十 ix:| 盖 1ai 十 iaz|， 琵 且 映 射 (11.11) 是 圈 环 r; 过 |& | 之 ri 
的 局 部 微分 同 胚 ， 使 得 边界 的 像 关 于 点 (ai，as) 的 缠绕 数 
等 于 1 。 因 此 点 (a1!，a,) 在 圆 环 内 恰好 有 一 个 原 像 ， 而 
[Try 却 没有 原 像 ， 这 就 完全 证 明了 这 个 引 理 。 

引 理 11.5 设 F(x,，x,) 在 某 个 国 x? 十 x 一 R: 的 外 部 
满足 极 小 曲面 方程 。 若 F(x,，x?) 是 有 界 的 ， 则 在 无 穷 远 处 
它 趋 于 一 个 极限 ， 并 对 适当 的 常数 M， 

aF ，. 2F M 
5x | ~ x 和 x? 
在 无 穷 远 邻 咸 内 成 立 。 

证 明 ， 出 引 理 11.1 和 二 理 11.2 就 能 得 到 表达 式 (11.8) 
及 (11.9)， 其 中 f 和 g 满 足 引 理 11 .2 中 条 件 a》〉 和 b)， 正 如 
在 引 理 11.2 的 证 明 中 所 指出 的 那样 , 当 E 趋 于 零 时 ， 因 此 也 就 
是 x? 十 x2 趋 于 无 穷 时 ,xs 趋 于 一 个 极限 。 从 表达 式 (11.11) 
和 G，F 的 性 质 立刻 可 以 看 出 当 % 趋 于 零 时 ，|x; 十 ixs 1:| 趋 
于 一 个 有 限 的 极限 。 最 后 从 (8.8) 可 以 计算 

oF _ oRe{g},  _aF _ 2Imtg] 
axt 1 一 [gl2 axs 1 一 jg 人 
又 因为 g(5) 在 原点 处 有 二 重 零点 ， 所 以 
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(11.,.14) 


A . 


有 


a 
在 无 穷 远 处 的 邻 域内 成 立 。 

定理 11.5 如 果 外 狄 利克 才 问 题 有 一 个 有 界 解 ， 那 么 它 
是 唯一 解 。 特 别 是 ,如 果 在 区 域 x 十 x 之 R? 内 ,F(xi, x;)， 
F(x1，xs) 是 极 小 曲 曾 方 程 的 有 界 解 , 它们 在 x1 十 x¥SxRz 岗 
连续 而 在 x 十 x 一 有 人 :上 相等 ， 则 F(x,， x2)= F(x, xz)。 

证 明 ;， 在 回环 D， rr, 志 rr。( 其 中 r, >R) 上 使 用 和 定 
理 10.2 的 证 明 中 相同 的 符号 ， 于 是 就 得 到 了 公式 (90512y!a 
但 是 在 这 个 公式 的 左 端 是 商 个 边界 的 和 分 “其 中 二 个 是 线 禾 
外 边界 的 积分 ， 根 据 (11.4) 以 及 F 和 六 是 有 界 这 个 事实 可 
知 ， 当 ra 趋 于 无 穷 时 ， 这 个 积分 趋 于 零 。 另 一 个 是 在 内 圆 上 
的 积分 ， 当 ri, 一 RR 时 ， 这 个 积分 也 趋 于 零 ， 这 是 因为 一定 
趋 于 零 。 而 遇 , 定 ， 中 ,中 这 些 量 的 绝对 值 均 小 于 1 。 于 是 定 

理 10.2 的 论证 说 明了 F 和 有 相同 的 梯度 ， 因 此 下 入 最 
多 差 一 个 常数 ， 而 又 因为 它们 在 圆 上 的 值 相等 ， 所 以 E 们 在 
x? 十 x!: 之 R: 恒 等 。 

注 ; 上 而 的 证 胃 是 出 R-Fiaa 提出 来 的 。 显 然 过 界 让 上 
一 定 是 圆 ， 因 为 这 个 论证 是 相当 一 般 的 。 这 个 定理 是 正确 的 
这 一 事实 是 由 D.Gilbarg 向 作 堵 指出 的 ， 他 还 提出 外 狄 利 吉 
雷 问题 的 有 界 解 是 否 总 是 存在 的 问题 。 在 下 面 的 定理 中 要 痢 
出 这 种 解 不 总 是 存在 的 。 

”定理 11.4 在 圆 xi 十 x 二 1 上 ， 存 在 着 一 个 连续 耳 数 ， 
可 以 把 它 取 为 任意 光滑 函数 (例如 ， 是 弧 长 的 实 解析 函数 )，: 
使 得 在 加 的 外 部 极 小 曲面 方 程 没有 有 界 解 在 其 边界 上 取 这 些 
值 。- 
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证 明 ， 首 先 构造 一 个 曲面 写 ， 它 将 起 着 类 似 于 前 节 论证 
中 巧 链 面 的 作用 。 通 过 在 (11.9) 中 ， 令 


(6)= £,， g(t)=t?, (0<K!{<D 


来 定义 曲面 S$。 于 是 变换 (11.11) 就 取 下 面 的 形式 


-一 £3 EE- 
xX! 十 1x, 二 一 ] /tC— 3 o (11.15) 


容易 证 明 通 过 变换 (11.15), j= ! 的 像 是 一 条 约 当 曲线 工 ， 
通过 与 引 理 11.2 的 证 明 的 相同 的 论证 法 可 以 看 出 (11.15》 是 
0 <151<< 到 下 外 部 的 微分 同 有 是 。 于 是 ， 曲 而 在 下 的 外 部 可 
以 表示 为 非 参 数 形式 x 二 记 (x,，x,)。 利 用 方程 x，=25， 窑 
易 证 明 下 面 的 事实 ; 

i) ”映射 (11.15) 蚌 把 轴 上 映射 为 轴 ， 对 称 点 鼎 射 为 对 
称 点 

ii) F(x,, xy) 关 于 xi 轴 是 对 称 的 ， 关 于 x， 铀 是 反 各 
的 ; 当 x1<<O 时 F(x1，x2)>0， 当 x1 之 0 时 F(x xs)<0， 
并 在 无 穷 远 处 它 趋 于 零 ， 

和 开 可 以 用 核 从 村 开 式 玫 示 rt9)， 在 这 时 
8 从 0 增加 到 x/2 时 ，r 从 4/13 单 调 减少 到 213 (的 其 余部 分 
通过 对 称 性 得 到 )， 

iv) 沿 P， 函 数 它 的 梯度 是 无 限 大 。 

售 C 是 单位 几 zi 二 芋 一 1 并 指定 从 C 上 的 边界 外 4(xh。 
xs) 满足 :. 

a) 中 关于 x |, 轴 对 称 ， 关于 xy 轴 反 称 ; 

b) 在 左 半 平面 zx;< 0 内 ， 关 于 在 CT 外 而 的 那 些 点 
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有 0 (x1, Xi) P(x, Xs )o | 
现在 假设 F(x,，x,) 是 极 小 曲面 方程 在 C 的 外 部 的 有 界 
钱 并 取 边 界 值 为 8(x,，xy)。 那 么 由 中 的 性 质 a) 可 知 ， 函 数 
x1，xs)= 一 F( 一 x1，xs) 应 该 是 取 相 同 边界 值 的 有 界 
解 。 并 且 ， 由 定理 11 ,3，F(x1，x;) 二 (x1，xs)。 特 别 是 
FO, x2) Fo, x )——F(0, xs), 所 以 B(0, x,) 
三 0.。 因 此 在 无 穷 远 处 F 的 极限 必须 是 零 。 二 是 对 寺 任 意 
= 之 0 ， 可 取 充 分 大 的 R 使 得 IF1<s， 在 x? 十 于 一 R2 上 诈 
< 成 立 。 令 D 是 左 半 平面 内 这 样 的 区 域 ， 它 既 在 加 xj? 十 xs; 
二 R: 内 部 又 在 曲线 C 和 本 的 外 部 。 在 垂直 输 上 有 F == 0 ， 
在 加 x? 十 x?=RR?: 上 有 F< 之 记 寺 2e，, 对 于 本 外 部 在 CJ 的 点 F = 
中 之 访 。 于 是 不 等 式 F< 人 中 2e 对 DD 的 所 有 边界 点 (可 能 除去 
在 下 上 上 的 那些 点 ) 是 成 立 的 。 然 而 沿 工 函数 F 的 梯度 是 无 穷 
大 ， 而 根据 吉 理 10.2 的 相同 论证 ， 不 等 式 F <F 二 26， 对 于 
在 上 的 边界 点 ， 同 样 也 是 成 立 的 。 最 后 如 果 令 D/ 是 左 半 平 
而 内 位 于 开 里 而 和 圆 C 的 外 面 的 月 牙 形 状 的 区 域 ， 那 么 再 要 
据 引 更 10.2， 由 在 本 上 的 不 等 式 F< 人 二 2 可 推出 在 圆 C 圭 
在 D' 部 分 边界 上 的 FE<M 的 范围 。 即 ， 如 果 在 C 的 内 部 下 上 
还 没有 规定 边界 值 $(x, ,x,), 则 在 某 一 点 可 选取 中 (x1 ,xs )，， 
使 得 >>M， 于 是 外 边界 问题 不 可 能 被 解决 这 就 证 吝 了 定 
理 。 | 
用 下 面 一 些 评述 来 结束 这 个 讨论 。 
首先 提出 这 样 的 问题 ， 车 去 控 有 界 性 这 个 要 求 ， 是 否 存 
在 外 狄 里 克 雪 问题 的 任意 解 。 然 而 这 就 会 失去 了 解 的 唯一 性 
这 个 结论 ， 因 为 既 使 在 加 上 取 常 数 边界 值 ， 都 可 以 有 苇 链 面 
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和 水 平面 这 两 个 不 同 的 解 。 

其 次 ， 取 圆周 作为 边界 曲线 并 不 特别 重要 。 显 然 ， 进 行 
一 般 性 论证 是 可 以 做 到 的 ， 而 我 们 感 兴趣 的 却 是 关于 任 一 个 
外 部 区 域 的 论证 。 

最 后 ， 根 据 D.Gilbag 的 观察 ， 用 一 致 椭圆 型 方程 理论 
的 标准 方法 能 够 证 明 ， 如 果 边 界 的 数据 充分 小 时 ， 外 狄 里 克 
雷 问题 的 解 总 是 存在 的 ， 由 于 对 充分 大 的 边界 值 的 不 存在 
性 ， 则 有 明显 的 例子 以 说 明 非 线性 极 小 曲面 方程 如 何 影响 它 
的 解 的 形状 。 


$ 12 在 EE 内 的 参数 曲面 
广义 高 斯 映射 


本 节 将 证 明 ， 人 怎样 将 第 8 节 和 第 9 节 的 结果 推广 到 E" 内 
的 极 小 曲面 上 去 。 为 此 具 的 ， 必 须 把 古典 高 斯 映射 推广 到 an 
维 空间 并 研究 在 n 维 空间 内 极 小 曲面 的 高 斯 映射 的 性 质 。 最 
初 是 由 Pin1(1) 对 n=4 的 情况 作 了 推广 。 但 是 要 注意 ,Pinl 也 
得 到 了 关于 了 内 参数 极 小 曲面 的 一 些 结果 , 而 这 些 结果 可 见 
pinl(2 ,3)] 以 及 参考 Beckenbach[1] 和 Jonker(1) 的 论文 。 
Chern(1) 首先 研究 了 关于 n 维 极 小 曲面 的 高 斯 映 射 。 而 本 
节 主 要 是 研究 Chern 论文 中 一 些 结果 和 Osserman[5) 和 
Chern 与 Osserman(1) 的 论文 所 提出 的 一 些 结果 。 

下 面 将 从 讨论 格拉 斯 曼 (Grassmannian) G,,s 开 始 ， 
这 是 一 个 微分 流 形 ， 它 的 点 与 E: 中 所 有 定向 的 二 维 线性 子 
空间 构成 的 集合 的 元 素 一 一 对 应 ， 骂 与 过 原点 的 所 有 定向 平 
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面 一 一 对 应 。 设 是 这 些 平面 中 的 任 一 个 ,， VV， W 是 平面 [ 
上 一 对 等 长 正 交 问 量 ， 并 按 V 到 W 的 顺序 规定 I 的 定 向 。 于 
是 ， 若 令 Zi 二 Vi 十 iWi， k= 1，2，… 1, 就 可 得 到 一 
个 映射 : 

V，W 一 ZEC (12.1) 
再 假设 V'，W'’ 是 张 成 了 的 男 一 对 这 种 向 量 ，2Z’ 是 经 过 映射 
(12.1) 而 得 到 它们 的 像 。 于 是 容易 证 明 ， 存 在 一 个 复 常数 
C， 使 得 对 任意 的 K 均 有 727{f==CZi 上 成立。 于是， 映射 (12.1) 
又 诱导 了 一 个 映射 


HU- 一 上 上 EPa-i(c)。 (12.2) 
这 个 映射 把 每 个 平面 芝 映射 为 (n 一 1) 维 复 射影 空间 内 的 
一 个 点 。 此 外 它 还 满足 . 
立 Zi= Vi 一 Wi 一 2iZVeWe=- 0 . 
于 是 ， 若 引进 复 的 超 二 次 上 曲面 
Q, ,= {ZEP"-!(e), 之 Zi= 中 (12,3) 
映射 《12.2) 实际 上 还 可 取 以 下 形式 
HU 一 ZEQ。:CP*-I(c)。 (12.4) 


友之， 对 任 一 点 ZEQ,_:， 如 果 记 Zr=Vr 二 iWr。 那 么 向 
量 V，W 所 张 成 的 平面 I 就 对 应 于 Z 点 。 于 是 看 出 映射 
(12.4) 在 所 有 平面 各 和 Q,-; 的 所 有 点 之 间 建 立 了 一 一 对 
应 。 因 此 Q, :与 格拉 斯 曼 Gs , ,是 一 致 的 。 
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现在 ， 假 设 映 射 
Xp)，M 一 卫 ” 《12.5)》 


箭 定 了 一 个 正则 C 级 曲 而 5， 其 中 M 是 定 辐 的 二 维 流 形 。 那 
么 在 M 的 每 一 点 P 处 都 有 一 个 切 平 面 ICp)。 厌 助 于 局 部 参数 
u1，Us 可 确定 出 疝 量 2x/341，3x/34, 所 张 成 的 平面 蓝 且 它 
与 参数 选取 无 关 。 于 是 通过 吴 射 《12.4) 可 确定 点 209)， 
则 称 复合 映射 . 
g，5 一 Q。， (12.6) 
其 中 
g: X(p)—I(p)eZ(p) (12.7) 

为 曲 商 3 的 广义 高 斯 有 映射。 洛 取 na 一 3 时 ， 汗 问 平 而 工 和 它们 
的 单位 法 疝 量 N 之 间 是 一 一 对 应 的 ，Q, 的 点 和 通过 令 W= 
Z:/(Z, 一 iZ，,) 并 再 作 球 极 射 影 所 得 到 的 单位 球 上 的 点 之 间 
也 是 一 一 对 应 的 ， 因 此 映射 (12.?7) 也 就 是 经 典 的 高 斯 映 
射 ，X(p) 一 N(p)。 今 后 将 任意 5 维 的 高 斯 映射 (12.7) 简 
称 为 “高 斯 映射 ”。 

下 面 研 究 漫 入 (12.5) ， 它 确定 了 M 上 的 一 个 自然 共 形 
结构 ， 其 中 在 M 上 的 局 部 参数 是 能 使 在 S 上 成 为 等 漫 参数 。 

引 理 12.1 出 〈i2.5) 所 定义 的 曲面 S 为 一 个 极 小 曲面 
的 充 要 条 件 是 高 斯 映射 〈12.7) 是 反 解析 的 。 

证 明 : "曲面 在 任 一 点 的 邻 域 内 可 用 等 温 参数 C=5, 十 
:表示 为 XX(5)。2X/25,，2X/35, 是 正 交 等 长 向 量 并 张 成 
1 : | ， 


* ”此 证 明 不 党 全 ， 关 于 它 的 讨论 及 完全 的 证 明 见 Hoffman 和 
Osserman [1] 的 P,7 一 10，。 
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了 切 乎 面 。 于 是 可 以 通过 令 


2 A =hi(E) (19.8) 


来 定义 高 斯 映射 。 由 引 理 4.2 则 有 ， 
S 为 极 小 曲面 = 之 xt 是 调和 丙 数 全 过 Zi 在 E 内 解析 。 

下 理 12.2 EE" 内 的 曲面 S 为 : 平面 的 充 妥 条 件 及 它 在 高 斯 
映射 下 之 像 缩 成 一 点 。 

证 明 : 曲面 $ 在 襄 斯 映射 下 的 像 缩 成 一 _ 吉 的 充 要 条 件 是 
切 向 量 3%X/341，9X/aus 可 表示 成 两 个 固定 向 量 Y ,WW 的 线性 
组 合 ， 这 又 等 价 了 对 任意 点 有 一 国定 点 Po X(p)—X(P,) 
可 表示 戌 Y，W 的 线性 组 合 。 

定理 12.1” 设 S 是 EE 内 的 完备 正则 极 小 曲面。 那么 S 或 
者 是 平面 或 者 在 高 斯 映射 下 S 的 像 任意 的 接近 了 *- 《中 的 
每 一 个 超 平面 。 

证 明 ， 首先 讨论 S 的 万 有 覆盖 面 9， 这 样 做 路 不 影响 假 
设 也 不 影响 结论 。 假 设 在 高 斯 映射 下 的 像 不 能 达到 任意 地 楼 
近 某 个 确定 的 超 平 而 ZarZr 二 0 。 这 下 明 只 要 在 像 EE 诫 处 处 
都 有 


n 2 

arZ | | 
ke | >s>0 (12.9) 
lI 四 


设 人 是 由 X(E)， D 一 "所 定义 的 ， 其 中 D 可 以 是 单位 * 国 
盘 也 可 以 是 整个 5 平面 。 于 是 在 〈12 .8) 的 记号 中 ,不 等 式 


见 附录 3，4。 
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(12.9) 可 取 以 下 形式 
Sl | <t iw |, (12.10) 


其 中 刷 (5) 二 Eaihe(t) 是 了 DD 内 非 零 解析 函数 。 而 S 上 的 度量 


是 由 gi; 一 X81; 给 出 的 ， 其 中 入 := 去 怠 | 中 :(E)|?， 并 且 根 
据 (12.10) 可 知 logX 在 D 内 有 强调 和 函数 。 因 为 S 是 完备 
的 ， 由 引 理 9.2 可 见 D 不 可 能 是 单位 圆 盘 ， 它 必须 是 整个 平 
面 。 可 是 ， 从 《12.10) 可 见 ， 每 个 函数 和 i(E)/ 中 (5) 必 为 有 
界 整 函数 ， 因 此 是 常数 。 于 是 在 高 斯 映射 下 S 的 像 缩 成 一 
点 。 又 根据 引 理 12 .2 知 S 位 于 一 个 平面 内 并 且 是 完备 的 。 所 
以 S 与 平面 一 致 。 

推论 ， 在 E" 内 完备 正则 极 小 曲面 的 法 向 量 ( 除 S 是 平 
面 外 ) 处 处 稠密 。 

证 明 ， 假 定 曲面 S 的 法 癌 量 与 某 个 确定 的 单位 向 量 (》，， 
…， 和 。) 所 构成 的 角 中 最 小 的 角 为 x，， 可 证 明 它 等 价 于 以 
下 不 等 式 


J 公约 上 > sino, (12.11) 
这 表明 在 高 斯 映射 下 5 的 像 不 在 超 平面 2 和 xZr = 0 上 上 而且 是 
有 界 的 ,这 个 结果 可 从 定理 12 .1 得 到 ,为 得 到 不 等 式 (12 .11) 
只 须 取 一 对 正 交 单位 向 量 V，W。 它 们 在 一 点 张 成 切 平 面 ， 
再 把 分 解 成 X=aV 十 bW 士 N， 其 中 NN 是 在 这 点 的 法 向 量 。 
如 果 @ 是 N 与 ^ 间 的 交角 ， 于 是 由 A。N= |N|: 则 有 


(AN) 十 (和 W)’=a+b’=1— IN| 


一 1 一 Cos20P21 一 co0Sw 


这 恰好 是 〈12.11) ， 其 中 Zr 一 Vrt 十 iWro。 

上 述 定 理 和 入 的 推论 可 看 成 是 解决 下 而 基本 问题 的 第 一 
步 ; 

1. 描绘 E 内 任意 完 极 小 曲面 的 高 斯 映射 的 形状 。 

2。 建立 这 种 形状 与 出 面 本 身 几 何 性 质 间 的 联系 。 

在 第 8 节 和 第 9 节 中 ， 已 经 给 出 了 当 n 一 3 时 这 类 问题 的 
一 些 结果 。 现 在 再 简单 地 研究 关于 任意 n 维 的 情形 。 首 先 给 
出 下 面 的 定义 。 

定义 ”车 高 斯 映射 的 像 位 于 一 个 超 平面 上 则 称 高 斯 映射 
是 退化 的 。 

引 理 12.5 设 S 是 下 "内 的 极 小 曲面 ， 在 高 斯 映射 下 它 的 
像 位 于 一 个 超 平面 

H: ZarZr=0 (12.12) 


上 。 
若 玉 是 “ 实 的 ” 超 平面 即 ar 是 实数 ， 则 9 本 身 就 位 于 卫 * 
的 超 平 面 上 。 


若 再 是 Q。-: 的 切 超 平 而 ， 即 
Zaz 一 0， (12.13) 


则 在 Es 内 存在 一 个 坐标 变换 ， 辟 如 XX; 二 bjyxXt ， 其 中 
B= (bi:) 是 正 交 矩阵 ， 使 得 六， 十 这 ,为 上 的 解析 函数 。 
证 明 ， 在 第 一 种 情形 ak 是 实数 的 情况 下 ， 可 以 把 方 程 
(12.12) 简 单 地 说 成 是 切 向 量 V 和 W 都 与 向 量 a= (al as) 
正 交 ,其 中 Zt 二 Vy 十 :Wi。 通 过 积分 可 知 这 个 草 面 位 于 正 交 
于 a 的 超 平面 内 。 
在 第 二 种 情形 下 ， 车 令 at 二 ay 十 B:， 向 量 a 和 BB 是 等 长 
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正 交 实 向 量 ， 由 《了 2 .13 ) 还 可 假设 它们 是 单位 向 量 。 于 是 
可 以 把 它们 变 成 一 组 正 交 的 向 量 ， 利 用 这 些 向 量 作 戒 惩 阵 卫 
的 列 。 因 此 如 果 用 局 部 等 泥人 参数 引进 丽 数 中 ， 方 程 (12.12) 
就 可 以 取 以 下 形式 


0= Zaibij= Zaibite= 中 一 i，。 


而 这 恰好 就 是 关于 函数 十 ,的 柯 西 一 一 得 曼 方程 。 这 就 
证 明了 此 引 理 。 
让 我 们 进一步 讨论 引 理 中 已 提出 的 下 面 两 各 情形 z 对 于 
第 一 种 情形 ， 可 以 作 一 个 正 交 坐标 变换 ， 使 得 S 位 于 一 个 超 
ast 二 从 了 全 0 。 对于 第 二 种 铺 花 ， 
信 一 迎 , 或 各 十 各 二 0, 在 一 般 情形 下 ， 可 得 出 下 而 的 定义 。 
定义 “ 若 选 取 适 当 的 坐标 ， 


SE)=0, Cm<n), (12.14) 


则 称 E" 内 的 极 小 曲面 是 可 分 解 的 。 
定 意 由 方程 (12.14) 也 可 排出 


,D0 


这 表明 如 果 把 已 写成 一 E E ” ， 那么 出 面 在 每 一 个 于 
空间 上 的 射影 还 是 极 小 曲面 。 既 使 它 它们 当中 的 某 一 个 再 以 退 
化 或 常 映射 。 特别 是 用 这 种 方法 总 可 以 通过 低 维 空间 的 一 对 
极 小 曲面 去 作出 高 维 空 癌 的 家 小 出 而 。 作 为 一 个 特殊 情况 。 
如 果 

XTiX,, Xs tiX,, XXX 
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是 变量 EC 的 解析 函数 ， 其 中 n 是 偶数 。 于 是 曲面 XC) 在 Er 中 
是 一 个 (可 分 解 的 》 极 小 曲面 。 在 第 2 节 末 给 出 的 例子 就 是 
关于 这 个 问题 的 一 种 解释 。 

引 理 12 .4 基于 3 内 的 极 小 则 而 5S， 下 面条 件 是 等 价 
的 ， 加 
a) 5 是 可 分 解 的 ; 

b) 5 的 高 斯 映射 是 退化 的 ; 

.5 在 一 平面 上 。 

证 明 ， 显 然 aj 等 价 于 ec) ， 因 为 如 果 5 是 可 分 解 的 或 
各 一 1 或 m= 2。 在 这 两 种 情形 下 ， 或 中 = 0 或 由 s 三 0 。 如 果 
高 斯 觅 射 是 退化 的 ， 那 么 5 的 像 位 于 P:(c) 的 超 平 面 再 上 并 
且 在 二 次 曲面 Qi 内。 但 是 容易 证 实 日 站 Q| 是 由 一 个 点 或 由 
两 个 点 组 成 ， 又 因为 这 个 像 是 连通 的 ， 所 以 它 必 须 争 成 一 
点 ， 由 引 型 12.? 知 $ 位 于 一 个 平面 内 。 

如 果 转 到 高 维 情形 去 研究 ， 那 么 引 理 12 4 的 这 些 条 件 中 
任意 两 个 都 不 等 价 ， 既 使 通过 很 自然 地 推广 成 “S 位 于 超 平 
面 上 ”以 代替 条 件 c) ， 它 们 之 闻 也 是 不 等 价 的 。 我 们 已 经 
看 出 后 一 条 件 对 应 于 曲面 是 退化 的 或 可 分 解 的 这 两 种 特殊 类 
型 .至 于 前 两 个 条 件 的 不 等 价 性 在 第 5 节 末 给 出 的 中 ,二 一 2 训 ， 
的 曲面 就 是 一 个 例子 ， 虽 然 它 的 高 斯 映射 是 退化 的 ， 而 我 们 
容易 证 明 它 是 不 可 分 解 的 。 

存 上 面 的 讨论 中 和 证 明定 理 12.1 中 的 条 件 (12.9) 一 梯 
可 藉 助 于 P" -1(c) 的 菜 些 子 集 上 的 像 来 描述 高 斯 映射 。 因此 
在 许多 场合 中 很 自然 地 要 描绘 P*-:(e) 中 与 高 斯 像 相 交 的 超 
平和 面 集合 的 特征 。 例 如 容易 证 明 方程 〈i2.9) 等 价 于 下 面 的 
论述 ;“ 在 高 斯 映射 下 的 像 不 与 充分 接近 超 平面 BaiZi ==0 的 
任 一 超 平 面相 交 "。 十 量 定 理 12.,1 可 以 重新 叙述 为 ,，“ 车 S 是 
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一 个 非 平面 的 完备 极 小 出面 ， 则 在 高 斯 映射 下 它 的 像 与 超 平 
而 的 一 个 稠密 集 相 交 。” 

为 了 用 这 种 观点 更 进一步 研究 高 斯 映射 ， 要 注意 下 面 的 
引 理 。 

引 理 12.5 已 知己 "内 一 个 极 小 曲面 5， 它 的 高 斯 映射 是 
g(Cs) 和 了 P*!(c) 中 的 一 个 超 平面 H， 那 么 或 者 g(s) 位 于 H 内 ， 
或 日 与 g(s) 在 一 个 有 固定 重 数 的 弧 立 点 处 相交 。 

证 明 ， 考 也 是 由 方程 ZarZr = 0 确定 的 ， 则 在 S 的 任 一 
点 的 邻近 选取 局 部 等 温 参 数 65 ， 并 令 由 (5 王 Zakz 忆 外 。 于 
是 ， 当 中 (5) 过 0 时 ，g(s) 局 部 的 在 日内 ,并 由 解析 性 ， 它 也 
是 整体 地 在 也 内 。 罕 则 g(8) 有 多 重 孤 立 零点 ， 它 的 多 重 数 与 
参数 5 选 到 无 关 。 

这 样 一 一 来 就 导 至 将 去 研究 ， 亚 纯 曲线 ”g(s)， 它 正 是 在 
Weyl[1) 书 中 详细 讨论 的 那 类 课题 。 在 P**!(c) 上 引进 一 种 
黎 癌 度量 ， 这 对 研究 一 般 理论 ， 特别 是 对 应 用 是 很 有 用 的 。 
机 过 下 而 表达 式 ， 

A) 12 OF 
dt 2 CO 
1252t 21.211? | 
一 2 Ts (12.15) 


来 确定 可 微分 曲线 Z(t) 的 弧 长 元 素 46， 最 多 将 《12.15) 科 
一 个 因子 ， 它 就 是 复 射影 空间 的 标准 度量 。 
”假设 有 一 个 极 小 曲面 3， 在 用 局 部 等 温 参 数 5 时 , 它 的 广 
程 为 .下 xs 必 )。 于 是 〈12.15) 就 变 成 以 下 形式 ， 

* 见 附录 8，4。 
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I 
其 中 
r= 7 (12.17) 


特别 是 ， 关 于 这 个 度量 在 平面 内 的 区 战 人 的 像 的 面积 为 

X= 了 A dE1dE,。 02.18), 
je SL 上 的 让 

3 | | ld 2.19) 


用 于 公式 (9.5): = 一 AlogA/ 和 ? 上 去 就 得 出 下 而 的 表达 达 式 
A$A | i 
~ [$1° Ni 2.20) 


特别 是 通过 侈 曲率， 又 可 求 得 : 的 
as- 有 Smads,=—)] XedEde, =—N | 


换 句 话说 ， 曲 面 任意 部 分 的 全 曲率 关于 度量 (12.15) 是 像 
的 面积 的 负 值 。 

于 是 可 以 把 三 维 空间 的 公式 (9.1I) 作 蝎 严 格 地 推广 ， 并 
可 以 研究 在 这 样 推广 下 各 种 定 建 的 推导 形式 。 积 分 几何 学 的 
方法 能 把 高 斯 映射 下 的 像 与 各 种 超 平面 相交 的 次 数 与 像 的 面 
积 联 系 起 来 ,也 就 是 与 曲面 的 全 曲率 联系 起 来 ;在 信里 我 们 不 
做 详细 地 讨论 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 Chern 和 Ossermant{1) 
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附 录 1 
定理 一 览 表 


定理 5.1 设 f(xz xy) 一 (fa(xi,xs)，,fuo(Ei,Ky)) 是 
极 小 曲面 方程 (2 .8) 在 整个 xi，xs 平 面 内 的 一 个 解 ， 则 存 
在 非 奇 异 线 性 变换 xi;=ui， xy“aul 十 bd，b>> 0， 使 得 
(ui，ua) 是 出 xx 一 fs(x xy) KE 一 3 ,nn， 所 定义 的 遇 而 
S 的 (整体) 等 温 参 数 。 

”推论 1 当 n==3 寺 ， 在 整个 x:，x 平 而 内 极 小 曲 而 方 
程 只 有 平凡 解 ， 而 且 f 是 x:，xs 的 线性 函数 。 
。 推论 2 在 整个 平 而 内 ， 方 程 (2.8) 的 有 界 解 必须 是 
常数 。 (对 于 任意 的 n) 。 

推论 5 设 f(x!，x,) 是 方程 (2.8) 在 整个 平面 内 的 
解 ， 并 设 由 xs= 扩 (ai，uas)，K= 3,…,a, 定 义 的 槛 而 5， 它 
是 通过 把 曲面 S 用 定理 5.1 所 给 的 等 温 人 参数 表示 后 而 得 到 的 
则 函数 


ou au’ Tm 
在 整个 ui，us* 平 而 内 是 ui 十 iu 的 解析 琐 数 ， 昔 且 满足 
立 幅 二 一 1 一 c2。 c 一 8 一 ipb。 
k= 
反之 ， 已 知 任 一 复 常 数 c=a 一 ib， 基 中 b 放 0， 以 及 已 
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知 满足 上 面 方程 的 ui 十 iu; 的 整 函数 审 。 ，… 囊 。， 可 以 把 这 
些 函 数 用 十 确定 在 整个 x,，xs 平 面 内 极 小 曲面 方程 (2.8) 
的 一 个 解 。 

定理 7.1 设 工 是 蕊 "内 任 一 条 约 当 曲 线 ， 则 存在 以 工 为 
边界 的 单 连通 广义 极 小 曲面 。 

定理 7.2 设 D 是 (x;，x;) 平 面 内 的 有 界 凸 域 ， C 是 它 的 
边界 曲线 。 并 设 gr(x1，xs),，k 二 3,…,n， 是 C 上 的 任意 连 
续 函 数 ， 那 么 在 D 内 存在 极 小 曲面 方程 (2.8) 的 一 个 解 
f(x1, Xs)=(f3 (xi ,Xi)，， "fn(Xr ,x 2)), 使 得 fi (x > xX,) 
在 边界 于 取信 为 g(xX1，X:)。. 

定理 8.1 设 S 是 Ez 的 完备 正则 极 小 曲面 ， 网 S 丰 是 晤 一 个 
平面 或 者 它 的 法 向 量 处 处 稠密 。 

定理 8.2 设 S 是 E :的 一 个 完备 正则 极 小 曲面 ， 则 S 或 者 
是 平面 或 者 S 在 高 斯 映射 下 像 的 余 集 已 有 对 数 容量 零 。- 

定理 8.3 设 E 是 单位 球面 上 任意 攻 个 点 的 集合 ， 污 中 
K<4， 那 么 在 区 * 内 存在 一 个 完备 正则 极 小 曲面 ， 它 在 高 其 
映射 下 像 的 余 集 恰好 是 EE。 

定理 9.1 设 M 是 完备 二 维 黎 曼 流 形 ， 它 的 高 斯 曲率 满 
足 K<0，[ IKIdA<o。 那么 存在 一 个 紧 致 二 维 流 形 

M 

M 及 它 上 面 的 有 限 个 点 P ,… ,Pt 并 且 M 与 半 一 {Pi,… ,Ps} 
是 等 距 的 。 

定理 9.2 设 S 是 Es 内 的 完备 被 小 曲面 ， 则 或 者 


有 kaA=-” 对 中 KdA=—4rm, m=0, 1l, 2, 


定理 9.3 设 S 是 E 的 完备 正则 极 小 曲面， 则 KAd 
S 


委 2r(X 一 区 )， 其 中 x 是 S 的 欧 拉 示 性 数 ， 必 是 S 的 边界 分 支 
数 。 

定理 9.4 在 EE 内 内 存在 两 个 全 曲率 为 一 4T 的 完备 正 
赠 极 小 曲面 ， 它 们 是 悬 链 面 和 因 纳 伯 曲 曾 。 

推论 在 Es 中 恩 纳 伯 曲 面 和 巷 链 面 是 唯一 的 高 斯 映射 
是 一 对 一 的 完备 正则 极 小 曲面 。 

定理 9.5 设 S 是 EE? 中 正则 极 小 曲面 并 假设 在 曲面 S 上 所 
有 趋 于 5 的 某 个 孤立 边界 分 支 的 曲面 上 的 所 有 路 径 有 无 限 长 
则 或 者 5 的 法 向 量 在 边界 分 支 处 趋 于 单一 极限 或 者 在 S 的 边 
界 分 支 的 每 个 邻 域内 S$ 的 法 向 量 取 所 有 方向 ， 最 多 除去 容量 
为 零 的 集 。 

定理 10.1 设 F(x;，x， ) 是 朴 小 戎 面 方程 (10, 1) 在 有 
界 威 D 内 的 解 。 假 设 DD 的 每 个 边界 点 (a:，a;)， 可 能 有 有 限 
数 肯 点 例外 ， 关 系 式 


下 人 1 xy)<<M， | 


im 
(xi x2) >{(8, aa 
9 + 


| lim F(x', Xx) >m 
(x xs) > (a, as) 
成 立 。 册 在 整个 域 D 上 有 ms<F(xz，x) 入 M。 
定理 10.2 一 个 极 小 曲面 方程 的 解 不 可 能 有 孤立 奇 点 。 
定理 10.5 设 D 是 有 界 的 平面 域 ，D 为 凸 域 的 充 要 条 件 
是 在 D 内 存在 着 极 小 曲面 方程 (10,1) 的 一 个 解 ， 此 解 在 边 
界 上 取 任 意 选 定 的 连续 值 。 
定理 10.4 设 DD 是 任意 域 ， 在 它 的 边界 上 有 一 个 四 性 点 
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P ,那么 ,在 D 内 极 小 曲面 方程 的 解 在 P 点 不 可 能 趋 于 无 穷 大 。 

定理 10.5 设 D 是 平面 域 ，y 是 DD 的 一 条 边界 弧 ，L 是 联 
结 y 端 点 的 线段 ， 如 果 y 和 上 构成 D 的 子 域 D' 的 边界 ,那么 在 
D 内 ， 极 小 曲面 方程 没有 一 个 解 能 在 y 的 每 一 点 处 趋 于 无 穷 
大 。 

定理 11 .1 设 Xs 一 上 (xxs) 是 在 圆 盘 D， xitxi<R’ 
内 定义 的 一 个 极 小 埋 面 。 设 P 是 该 曲面 上 对 应 于 圆心 的 点 , 攻 
是 这 个 曲面 在 P 点 的 高 斯 曲率 ，d 是 从 P 点 沿 曲 面 到 边界 的 距 
离 ， 那 么 不 等 式 | 长 | 委 c/d Wi 成 立 ,其 中 C 是 绝对 和 常数， 到 


是 w:= 1 十 (-2-) 十 (-) 在 原点 的 值 。 


推论 在 与 定理 相同 的 假设 下 ， 存在 一 个 绝对 常数 Co 使 
得 |K|<C,/R’。 

定理 11.2 设 X,=F(x1, x ) 是 在 区 域 x 十 站 之 R: 内 
确定 的 一 个 极 小 曲面 ， 那么 的 樟 度 在 无 穷 远 处 趋 了 一 个 极 
限 。 

定理 11.5 若 外 犹 里 克 雷 问题 有 一 个 有 界 解 ， 则 这 个 入 
是 唯一 的 。 

”定理 11.4 在 圆 xji 十 xz 一 1 上 ,存在 着 一 个 连续 函数 ,可 
以 把 它 取 为 任意 光滑 函数 使 得 在 图 的 外 部 极 小 曲面 方程 没有 
有 界 解 在 其 边界 上 取 这 些 值 。 

定理 12.1 设 S 是 EE* 内 的 一 个 5 完备 正则 极 小 曲面 。 屠 
S 或 者 是 平面 或 者 是 在 高 斯 映 映 下 S 的 像 任意 接近 P" La 
的 每 一 个 超 平面 。 

推论 在 E” 内 完备 正则 极 小 曲面 S 的 法 向 量 从 5 是 
面 外 ) 处 处 稠密 。 
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推 三 


， 棋 小 曲面 理论 在 历史 上 所 起 的 重要 作用 之 一 在 于 它 促 使 
去 得 到 一 些 更 一 般 的 结果 。 以 下 ， 我 们 将 对 已 研究 过 的 理论 
的 荣 些 帷 广 作 一 篇 简要 说 有 明 ， 闭 把 这 些 结果 分 成 以 下 几 关 ， 

TI 下 ?内 更 广 的 曲面 类 

和 AA.、， 常平 均 曲 率 葛 面 

. 太刀 何 观 点 来 着 ， 很 自然 地 可 把 EE? 内 满足 条 件 日 壮 0 的 
曲面 推广 成 满足 条 件 H= C 的 曲面 , 某 些 性 质 可 以 推广 到 这 类 
瑞 商 ， 而 另外 一 些 性 质 却 根据 C= 0 或 Cz0 是 完全 不 周 的 。 

我 们 从 Plateau 问题 开始 着 手 研究 。 定理 7.1 最初 是 出 
Heinz(2) 扩 充 的 。 他 指出 了 在 一 般 情形 下 , 仅 当 平均 曲率 与 
脂 线 工 的 尺 才 相 比较 不 太 大 时 , 总 希 户 能 得 到 一 个 解 x 民 也 可 
见 下 面 关于 非 参 数 情形 的 讨论 ) 。 后 来 Werner[I) 抱 Heing 
的 这 个 结果 作 了 改进 。 特 别 是 Werner 得 到 下 面 的 鱼 里 ， 设 
了 是 位 于 单位 球面 上 的 约 当 曲线 , 则 对 于 任意 值 CJCT< 和 共 》， 
存在 满足 条 件 HH 三 C 并 以 工 为 边界 的 单 连 通 曲 面 ，Klotz 釉 
Osserman(1) 用 类 似 于 第 8 节 的 方法 研究 了 常平 均 瞻 这 的 完 
备 曲 面 ， 并 证 明了 正面 的 结果 ， 设 5 是 完 看 的 常平 均 曲 率 的 
曲面 ， 如 果 在 3 上 开关 0， 则 5 是 平面 ， 球面 ， 或 总 圆 柱 面 。 
恕 果 攻 委 0， 则 5 是 往 面 或 极 小 曲面 。 如 果 对 于 高 斯 角 率 K 
的 符号 不 如 以 限制 ， 则 存在 着 不 局 于 上 述 类 型 的 常平 均 卓 事 
的 完备 曲面 。 
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”关于 非 参 数 则 面 ， 首 先 可 得 下 茵 的 结果 、， 此 结 凡 可 看 作 
是 Bernstein 定 理 的 自然 推广 。 设 义 ; 二 F(x1，x;) 是 定义 在 
圆 盘 寻 十 xz <R2 内 的 一 个 常平 均 胆 率 H=C> 0 的 曲面 ， 则 


R 入 < ， 而 玉 等 号 仪 当 昌 面 是 半球 面 时 成 立 。 此 结论 的 第 


一 部 分 是 由 Bernstein(1) 得 到 的 。 第 二 部 分 是 由 Finn(5) 得 
到 的 。 可 去 奇异 点 的 Bers 定 理 〈 定 理 10.2) 对 常 中 曲率 曲面 
仍然 成 立 〈Finnf1]) ， 其 理由 是 因为 每 一 个 线性 豪 斯 道夫 
测度 等 于 零 的 全 合 是 可 去 的 《Serrin[2)) 。 最 后 对 应 于 定 
理 10.3 有 一 个 存在 定理 《 见 下 而 的 五 B)。 

B. 拆 极 小 曲面 

在 以 偏 微分 方程 的 观点 研究 非 参 数 形式 的 极 小 曲面 时 ， 
人 们 就 想 求 得 对 于 更 一 般 方程 其 解 基 现 出 类 似 的 形式 。 为 了 
得 到 像 Bernstein 定理 和 Bers 的 定理 10.2， 定 理 11 .2 那样 结 
果 的 一 般 化 ,Bers[3) 和 Finn(2) 研究 了 各 种 类 型 的 方程 .他 
们 的 基本 想法 是 ， 在 某 些 要 点 用 拟 共 形 映 射 代 殖 共 形 映射 。 
特别 是 ,Finn 引 进 了 一 类 “和 极 小 曲 曾 型 ”的 方程 ,这 些 方程 的 
解 具有 这 样 的 性 质 ， 它 们 的 高 斯 映射 是 拟 共 形 的 。 加 上 各 种 
限制 这 些 方 程 已 被 Finn(2,3,4)，Jenkins(1,2) 和 Serrin(1) 
研究 过 了 .在 这 些 论 文中 说 明 已 有 的 大 部 分 极 小 曲面 理论 在 
这 里 也 能 通过 ， 事 实在 他 们 知道 极 小 曲面 的 特殊 情形 以 前 ， 
某 些 结果 在 更 广泛 的 帝 义 下 早已 被 证 明了 。 在 这 些 最 有 趣 的 
结论 中 要 注 意 Harnack 不 等 式 和 Jeakins 和 Serrin[1) 的 收敛 
性 定理 。 

”如 果 只 要 求 所 研究 的 参数 曲面 具有 高 斯 映射 是 氢 共 形 映 
射 这 一 性 质 就 能 得 到 Osserman 在 (4) 中 引进 的 所 亩 “ 拟 极 小 


二 见 附 录 3， 6.1B 
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曲面 ”。 茶 些 结 杂 ， 例 如 定理 9.2， 对 这 类 一 般 的 曲面 仍 能 
成 芯 。Bernstein 定 理 对 于 化 极 小 曲面 是 否 正确 ， 被 Finn 强 
加 的 某 些 附 襄 限制 是 可 确实 必要 ， 寺 请 这 些 是 很 有 趣 的 。 

下， EE* 的 超 曲 面 

入， 极 小 超 曲 开 

从 很 多 观点 来 看 ， 在 ?内 曲面 的 最 自然 的 推广 是 E 的 
超 曲 面 。 如 果 杰 问 具 有 相同 边界 的 超 曲 面 中 ， 体 积 变 成 最 小 
应 具有 什么 条 件 ? 那么 就 会 得 到 其 几何 条 件 基 平均 曲率 为 
零 ， 而 解析 条 件 赴 对 十 非 参 数 形式 X, 二 F(x1,… ,Xso-1) 的 
曲面 要 满足 方程 

3 2 (所 -=)=。， pP = aF 


i=! aXi W 
nl tk 

W=(1+3 P!)®, (1) 
i=1 / 


一 个 长 期 坟 解 的 问题 是 ，Bernstein 定理 能 罕 推广 到 这 种 情 
形 ， 池 对 所 有 x1,…,xs-!1 定 义 的 方程 (1) 的 每 个 解 是 否 是 
线性 的 ? 由 Giorgi(1) 下 良 了 n=4 的 情形 ， 市 当 n=5 的 情况 
是 出 Almgren(2) 证 昌 的 ，Simons(1) 证 明了 n= 二 6，7?，8 那 
儿 种 情形 ， 对 于 任意 an， 较 弱 形式 的 Bernstein 定 理 忆 被 证 
明 ， 其 中 了 是 线性 的 结论 是 通过 强加 了 一 个 附加 限制 后 碘 得 
到 的 。 例 如 W 是 有 界 的 (Moser(1)) 或 FF 是 正 的 (Bombietri, 
De Giorgi 和 Miranda[1)) ， 后 一 篇 论文 也 包含 了 另 一 些 近 
代 关 于 棋 小 超 此 请 理 论 的 文献 《”) 


* 风 附录 3， 6.[B。 

(es ) 看 起 来 好 像 是 Bernstein 定 理 的 问题 治 好 以 最 意 想不到 的 形式 被 多 
决 。Bombieric 二 官 布 可 以 构造 一 个 反倒 来 说 明 , 明 然 Bernstein 定 理 在 n-<8 上 时 
是 正确 的 ， 而 当 2 沁 8 时 部 不 成 立 。 详细 情 形 见 Bombieri。De Giorgi 和 
Giusti[i 揭 论文 。 | 
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Miranda(1) 在 最 近 一 篇 论文 中 给 出 了 与 定理 ?7 ,2 类 似 的 
定理 ， 而 De Giorgi 和 Stampacchia(l1) 给 出 以 下 关于 可 去 
奇 点 的 定理 ， 在 -个 去 控 了 豪 斯 道夫 测度 为 零 的 n 一 2 维 紧 致 
子 集 E 的 区 域 D 内 ， 方 程 (1 ) 的 每 一 个 解 可 扩展 成 在 整个 
D 内 的 解 。 

至 今 为 止 第 8 节 和 第 9 节 参 数 划 而 的 结果 还 不 可 能 扩 脱 
到 超 则 面 上 去 。 

最 后 ，Jenkins 和 Serria (3) 得 到 了 关于 定理 10.3 的 推 
广 。 即 ， 设 D 是 E*“! 内 有 CC? 级 边界 的 有 界 域 ， 了 HH 是 边界 关 
于 内 法 条 的 平均 曲率 ， 则 对 任意 指定 的 C? 级 边界 信 方 程 

(1) 在 D 内 均 有 和 解 的 充 要 条 件 是 在 边界 上 HH 之 0 处 处 成 
Vo | 

B， 其它 超 此 而 

在 前 面 提 到 的 Jenkins 和 Serrin 的 结论 已 由 Serrin(3) 进 
一 步 扩展 到 包括 常平 均 曲 率 曲 面 的 方程 在 内 的 更 广泛 的 一 类 
方程 。 他 的 结论 是 ， 在 如 同 前 而 相同 的 假设 下 ， 对 应 于 任意 
预先 规定 的 C? 级 边界 值 存在 着 常平 均 则 率 C 的 超 曲 面 的 充 炎 
条 件 是 在 边界 上 每 一 点 处 都 有 HH 之 C(n 一 1)/(n 一 2) 成 立 。 

我 们 还 可 注意 到 ， 在 Chern 最 近 的 一 箱 论 文 了 2 ] 中 还 
包含 了 以 下 一 些 结论 ， 如 果 在 厅 个 x;，……xn-1 空 间 之 上 上 ， 
,二 P(x ,… ,Xo-1) 确定 了 一 个 常平 均 曲 率 三 C 的 超 曲 
面 ， 则 事实 上 HE 0 。 

丰 . 下 内 的 极 小 著 

现在 研究 下 内 K 维 极 小 簇 的 一 般 情 形 ， 其 中 2 委 攻 科 
n 一 ]。 企 Reifenberg[1) 及 Federer 和 Fleming(1) 的 论文 出 
现 以 前 ,对 中 间 德 人 (2<K<a 一 1) 的 研究 进展 很 小 ,他 们 不 

+ 见 附 球 3，6, 1 和 和 6, BB。 
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用 参数 方法 (包括 时 已 有 的 非 参数 法 ) 而 引进 了 一 类 适当 的 对 
象 ， 这 类 对 象 主要 用 测 庶 论 方法 来 讨论 . 特别 是 Reifenberg 
(1，2，3) 证 明了 在 荣 种 确切 的 意义 下 总 存在 具有 已 给 边界 
A 的 紧 致 集 X， 使 得 除了 (K 一 1) 维 豪 斯 道夫 测度 为 稚 的 可 
能 子 集 外 ， 焦 人 台 X 一 A 是 氏 维 极 小 香 。 

这 些 方法 被 Aimgrenti 天 Morreyf3] 作 了 进一步 的 研 
突 。Morrey 的 著作 是 关于 这 种 理论 的 一 本 杰出 参考 书 ， 是 
用 微分 方程 和 变 分 法 的 观点 来 研究 的 。 

. 甘于 这 些 方法 的 一 个 重要 问题 是 奇异) 集 是 省 真 能 出 
现 ? Simons(1) 证 明了 在 n 志 7 维 超 曲 面 的 情形 下 , :集合 
X 一 A 是 一 个 没有 奇异 性 的 实 解析 极 小 繁 。 他 也 给 了 对 于 
n 二 8 时 ， 一 个 在 原点 在 奇异 性 的 锥 的 例子 ， 提 供 et 
问题 的 相对 极 小 值 。Bombieri(1) 宣布 了 一 系列 的 结果 ， 这 
些 结果 证 明了 Simons 的 锥 面 才 未 一 个 绝对 极 小 值 。 人 和 
到 了 有 关 解 的 正则 性 的 反例 。 在 Bombieri，De Giorgi 和 
Giusti(1) 中 有 详细 地 介绍 。 

于 ， 歼 曼 流 形 的 极 小 子 莪 

在 歼 曼 流 形 中 二 维 极 小 曲面 的 理论 已 经 被 一 些 作 者 研究 
过 了 《例如 Lumiste(1)，Pin1(2)) 。Morrey{1) 证 明了 在 
黎 曼 流 形 的 情况 下 也 能 解决 Plateau 问 题 .最 近 Morrey[2,3) 
推广 了 Reifenberg 的 工作 ， 从 欧 几 里 德 空间 推广 到 黎 螺 流 
形 。Almgrena[1l,2) 和 Frankel(1 研 究 了 极 小 子 篮 的 拓 了 扑 性 
Ro 

我 们 早已 注意 到 在 C" 空间 中 的 一 条 复 解 析 曲 线 可 以 看 
作 是 E*" 空 间 内 的 一 个 实 二 维 曲面 ， 它 总 是 一 个 极 小 曲 惫 。 
把 这 个 论述 推广 为 Kabhtler ( 山 拉 ) 流 形 的 Kahler 子 流 形 是 
一 个 极 小 复 。 关 于 这 点 以 及 有 关 的 论述 可 参见 Gray(1] 最 近 
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的 论文 。 

Simons ( 1 】 关于 极 小 得 理 论 作 了 重要 贡献 。 他 得 到 了 
一 个 任意 黎 曼 流 形 极 小 徐 的 第 二 基本 形式 满足 二 阶 椭圆 型 方 
程 。 有 一 些 应 用 ， 包 括 前 面 所 提 到 的 《在 A 中 ) Bernstein 
定理 的 推广 ， 以 及 统一 和 推广 了 前 述 的 大 部 分 理论 。 

在 过 去 的 二 、 坟 年 中 一 些 球面 的 极 小 子 流 形 是 特别 集中 
研究 的 对 象 . 除 上 面 所 提 到 的 一 些 论文 外 还 要 注意 Calabif2) 
的 工作 ， 他 把 复 变 函数 用 到 a 维 球 内 的 二 维 极 小 曲面 上 去 ， 
也 要 注意 Chern ,De Carmo,Kobayashi(1),Hsiang[l ,2 ， 
Lawson{1,2,3)],Otsuki(1}, Reilly(1), Takahashi(!1), 
Takeuchi 和 Kobayashi(1) 的 论文 。 在 这 些 论文 中 所 讨论 的 
主要 结论 可 以 在 Osserman[(9) 中 找到 。 

在 这 本 概论 中 不 能 把 所 有 人 的 工作 都 提 到 ， 而 提 到 的 也 
只 是 简 路 的 评述 ， 对 这 点 我 深 表 火 意 。 对 于 读者 ， 我 希望 至 
少 从 深度 或 广度 来 讲 能 使 读者 获得 一 些 关 于 现代 极 小 曲 而 方 
面 的 一 些 基 本 观念 。 


附 录 3 


1970 一 ] 985 年 关于 极 小 出 而 的 进展 
1， Plateau 问 题 
在 过 走 的 二 十 年 中 ， 与 Plateau 问题 有 关 的 许多 基本 问 
题 已 经 被 解决 。Douglas 的 存在 性 定理 《定理 7.1) 已 改进 为 
如 下 形式 ， 设 本 为 FE 中 的 任意 约 当 曲线 ， 则 存在 以 本 为 边界 
的 正则 单 连 通 搁 小 犁 出 。( 见 Osserman[(11)，Gulliver(1)， 
Gulliver，QOsserman 和 和 Royden{ 1 以 及 Alt(1))}。 更 进一步 
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的 问题 是 ， 所 得 到 的 极 小 曲面 是 否 为 嵌入 曲面 〈《 即 曲面 没有 
自 交 点 ) ， 以 及 在 什么 条 件 下 解 是 唯一 的 。 如 果 曲 线 工 在 一 
个 西 体 的 边界 曲面 上 ,Meeks 和 Yau (丘成桐 ) [1] 证 明了 由 
面 为 嵌入 。 此 外 ,Almgren 和 和 Simonfl] ,Tomi 和 Trombaf1) 
也 独立 地 证 明了 本 有 关 骸 入 的 一 些 结果 .在 他 们 之 前 ,Gulliver 
和 Spruck(1) 附加 了 工 的 全 出 率 最 多 为 4r 的 条 件 ， 也 证 明了 
上 述 结果 。 

在 所 有 上 述 结 果 中 ， 所 谓 “ 以 蔗 为 边界 的 曲面” (或 
Douglas 解 ) 这 句 话 是 不 太 恰 切 的 ， 因 为 一 般 来 说 ， 我 们 没 
有 唯一 性 的 结论 。 一 个 有 趣 的 例子 是 恩 纳 伯 曲 而 。 在 恩 纳 伯 
曲面 的 标准 表示 中 ( 见 第 65 页 ) ， 若 用 站: 记 阅 |8|==r 的 像 ， 
Nitsche[10)] 曾 证 明 尖 1 之 fr 之 1 十 时，Plateau 问 题 至 少 有 三 
个 不 同 的 以 了, 为 边界 的 解 。 另 一 方面 ，Rachertf1)] 曾 证 
明 ， 当 0 <r<1 时 ， 解 是 唯一 的 。Ruchert 的 证 明 利 用 了 由 
Nitsche(9)】 得 到 的 一 个 唯一 性 定理 的 改进 形式 ， 如 果 上 s 中 
一 条 实 解析 约 当 曲线 其 侈 曲率 不 超过 4z 的 话 ， 则 有 唯一 的 单 
连通 极 小 曲面 以 此 曲线 为 边界 。Almgren 和 Thurston[I 构 
造 了 有 趣 的 反例 。 他 们 证 明 ， 任 意 给 定 s 和 正 整数 g, 在 Es 中 
存在 一 条 约 当 曲 线 工 县 有 以 下 性 质 : 工 的 全 曲率 不 超过 
4f 十 eE， 而 且 以 工 为 边界 的 任何 嵌入 极 小 曲面 的 气 格 至 少 为 
g。 如 果 去 掉 单 连通 性 的 要 求 ， 关 于 高 拓扑 型 的 Douglas 解 
的 正则 性 ，Gulliver(2) 得 到 了 许多 结果 (那里 曲面 的 拓 扑 
型 事先 给 定 ) ， 以 及 Hardt 和 Simon(1) 的 基本 定理 证 明了 对 
Es 中 任意 给 定 的 约 当 曲线 均 可 张 成 一 个 正则 的 嵌入 极 小 曲 
面 。- 

对 于 E*，n 之 4 的 情形 ， 虽 然 Douglas 的 基本 存在 性 定理 
7.1 仍 然 成 立 ， 但 是 正则 性 各 唯一 性 均 破 坏 了 。 一 个 重要 的 
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例子 是 下 4 中 的 旧 面 S,S 以 非 参 数 的 方式 表示 为 ， xs 一 Re {R 
(xi 十 is) } ,Xs=Im {R(x 十 is) }, |x1tix; |<1, 
RR 为 正常 数 。 正 如 在 $2 的 末尾 所 说 , 5 是 一 极 小 上 曲面 , 的 边 
界 是 一 条 约 当 曲线 。Federer{1) 证 明 5 实际 上 是 以 本 为 边界 
的 唯一 的 具有 最 小 面积 的 定 入 曲面 ,因此 ,在 此 情形 Douglas 
解 是 唯一 的 。 但 另 一 方面 ，Morgan[ II] 证 明 存 在 一 个 以 工 为 
边界 的 不 可 定向 极 小 曲面 39"， 而 且 对 于 充分 大 的 R， 存 在 E* 
的 单 参 数 族 的 等 距 运 动 ， 将 工 映 为 日 身 而 将 S* 映 为 一 族 互 不 
相同 的 以 荆 为 边界 的 具有 最 小 面积 的 极 小 曲面 。 Federer 的 
定理 也 给 出 例子 说 明 Douglas 解 不 一 定 正则 而 有 枝 点 。 

籽 使 对 于 非 参 数 解 ， 唯 一 性 也 不 一 定 成 立 。 因 此 ， 在 定 
理 7.2 中 ， 当 na 一 3 时 由 引 理 10.1 保证 解 是 唯一 的 ， 但 对 
n 之 4 时， 在 单位 加 上 存在 任意 光滑 的 边 值 ， 使 得 解 不 唯一 

(LawsonfMOsserman(1)) 。 

White 的 文章 【2 给 出 一 个 一 般 性 的 正则 性 定理 ， 对 
下 "中 史 乎 所 有 的 光滑 闭 曲 线 ， 以 它 为 边界 的 未 定向 的 面 积 
最 小 曲面 没有 奇 点 。 

回 到 下 *，Morgan (3) 给 出 另 一 个 例子 说 明 ， 存 在 具有 
相同 边界 的 不 同 极 小 曲面 的 连续 统 。 在 他 的 例子 中 ， 洗 边界 
是 四 个 不 相连 的 贺 。 而 另 一 方面 ， 在 上 上 面 提 到 的 Iardt 和 
Simon 的 文章 (1) 中， 他们 证 明了 如 果 T 是 EE: 中 充分 光滑 
的 约 当 曲 线 的 并 ， 则 工 仪 能 张 成 有 限 多 个 定向 的 面积 最 小 的 
曲面 。 他 们 的 结果 利用 了 Bohme 和 Tomi({1) 以 及 Tomi(1) 的 
早先 的 基本 工作 。 关 于 有 限 性 方面 的 进一步 的 工作 ， 请 参见 
下 列 文章 ，Tromba (1), Morgan (2，5)】,，Nitsche (页 )， 
Beeson(2])，Koiso(1)， 以 及 Bohme 和 Tromba(1)。 

另 一 个 有 重大 进展 的 方面 是 边界 的 正则 性 ， 这 个 方面 有 
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许多 作 洛 研究 过 ， 他 们 都 根据 Hildebrandt(3) 的 原始 的 突破 
性 工作 。 详 细 的 内 容 请 见 Nitsche 的 书 [ 工 ]( 第 了 Y 章 ，8$82.1) 
以 及 Hardt 和 Simon 的 文章 【1] 。 

最 后 我 们 要 注意 由 Beeson[1) 提出 的 关于 正则 性 的 完全 
不 同 的 途径 ， 他 在 一 个 分 枝 点 的 邻 域 利用 变 分 方法 。 关 于 极 
小 曲面 上 的 分 枝 点 的 基础 知识 ， 请 参见 Ossevman[1) 和 
Nitsche( 陡 )，V2.2 关于 Plateau 问题 的 更 多 的 内 容 及 许多 
未 解 的 问题 ， 请 看 Meeks 的 讲义 [1)。 

2， 稳定 性 

在 面积 极 小 的 曲面 类 和 所 有 极 小 曲面 类 之 间 有 一 类 极 小 
曲面 ， 稳 定 极 小 曲面 。 有 各 种 各 样 的 稳定 性 的 定义 ， 但 本 质 
上 来 说 ， 稳 定 的 极 小 曲面 是 相对 于 具有 相 辣 边界 移 附近 曲面 
其 面积 最 小 。 因 此 ， 稳 定 的 极 小 由 面 正好 就 是 人 们 期 望 用 物 
理 实验 得 到 的 那些 曲面 。 按 照 我们 在 5 3 的 讨论 ， 册 面 的 极 
小 性 等 价 于 曲面 在 保持 边界 固定 的 所 有 变形 之 下 其 面积 的 第 
一 变 分 A’'(o) 为 索 。 因 此 ， 曲 而 的 极 小 性 ， 是 使 曲面 达到 面 
积 最 小 的 必要 条 件 。 然 而 如果 对 某 些 变形 来 说 ， 第 二 变 分 为 
负 ， 由 A"(oj< 0， 则 在 附近 存在 面积 更 小 的 曲面 。 我 们 称 


曲面 是 不 稳定 的 。 
近 几 年 来 ， 稳 定性 变 得 越 来 越 重要 了 。 下 面 列举 所 得 到 
的 部 份 结果 ， 


Barbosa 和 do Carmo(1) 证 明了 对 于 瑟 : 中 的 莫 面 $5， 如 
果 S 的 高 斯 映射 的 像 的 面积 小 于 > x， 则 5 时 稳定 的 。 也 就 是 
说 ， 对 于 所 有 固定 边界 的 变形 ， 面 积 的 第 二 变 分 为 正 。 这 个 
结果 在 Nitsche 关于 唯一 性 和 有 限 性 的 定理 [ 9 ， 玉 1 中 有 王 
要 的 应 用 。 其 后 ，Spruck(1) 将 他 们 的 结果 推广 到 EE" 中 极 小 
曲面 ， 他 用 广义 高 斯 映射 (12.7) 来 代替 高 斯 映射 。Spruck 


128 


的 结果 又 被 Barbosa 和 do Carmol2) 所 改进 ， 他 们 证 明了 对 
EE: 的 单 达 通 极 小 曲面 条 件 i11i1KK|dA<4n/3 可 推出 稳定 性 。 

所 有 上 述 结果 均 涉及 稳定 性 的 充分 条 和 件 .而 在 另 一 方面 ， 
稳定 性 的 假设 往往 有 重要 的 推论 。 一 个 例子 是 Schoen (1】 
的 最 近 结 果 。 他 对 于 稳定 曲面 得 到 类 似 (11 .1) 的 不 等 式 。 明 
确 地 说 ，Schoen 证 明 ， 存 在 一 个 通用 常数 C 使 得 如 果 S 是 EE? 
的 稳定 极 小 曲面 ， 则 对 S 上 的 任 一 点 P，S 在 P 点 的 高 斯 曲 
率 玫 满足 | 民 (p)| 专 c/d? ,其 中 d 是 了 点 到 S 的 边界 的 距离 。 容 
易 证 明 非 参数 极 小 曲面 关于 边界 是 面积 最 小 的 。 因 此 是 稳定 
的 。 因 此 ，Schoen 的 结果 是 Heinz 不 等 式 《11,7) 的 推广 ， 
因此 都 能 推出 Bernstein 定理 。 这 个 结果 也 可 推出 早先 由 
Eischer 一 Colbrie 和 Schoenf1) 议 及 由 do Carmo 和 Peng( 彭 
家 贵 )【〔 1 ) 所 得 到 的 结果 ， 如 果 S 是 E3 的 完备 的 整体 稳定 和 
小 曲面 则 5 为 平面 。 这 里 的 假设 “5S 整 体 稳 定 ” 的 意思 是 5S 上 
的 每 一 个 相对 紧 的 区 域 DD 都 是 稳定 的 。 

另 一 类 面积 最 少 的 曲面 (因而 是 整体 稳定 的 曲面 ) 是 G" 中 
的 复 全 纯 曲 线 , 将 它们 看 作 E? "中 的 实则 面 ( 见 Federev(1})。 
Micallef 的 一 篇 文章 [ 1 ] 对 稳定 性 的 研究 作 了 大 景 的 工 
作 ， 其 中 包括 证 明了 Es 中 的 完备 的 整体 稳定 极 小 曲面 在 革 
些 附加 条 件 下 必须 是 关于 E* 的 某 个 正 交 复 结 构 的 全 纯 复 戎 
线 【《 这 时 屯 * 看 成 人 ) ， 其 附加 条 件 分 别 为 对 高 斯 映射 的 限 
制 ， 有 限 全 则 率 或 曲面 是 非 参 数 的 。 最 后 这 个 条 件 也 曾 由 
Kawai( 1 ] 独立 地 得 到 。 特 别 册 上 结果 可 知 ， 出 极 小 出 面 方 
程 所 得 到 的 整体 解 ， 如 (5.19) ， 一 定 是 不 稳定 的 ， 尽管 它 
们 是 非 参 数 的 。 

Schoen 的 文章 【1] 不仅 应 用 到 下 中 的 极 小 曲面 而 且 
也 应 用 到 三 维 歼 曼 流 形 中 的 极 小 曲面 。 黎 曼 流 形 中 的 稳定 极 
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小 曲面 的 研究 是 近年 来 非常 富有 成 果 的 益 取 得 了 一 些 最 重要 
的 进展 ， 这 些 将 要 在 §6， 玉 .A 和 $6， 工 中 加 以 讨论 。 
5. 等 周 不 等 式 

等 周 不 等 式 在 近年 来 对 极 小 曲面 的 研究 起 到 两 方面 的 作 
用 。 首 先 关于 极 小 曲面 上 的 区 域 的 等 周 不 等 式 已 应 用 到 许多 
方面 〈 对 于 这 些 应 用 的 讨论 可 见 Osserman [下 ) 的 84). 其 
次 ， 关 于 任意 曲面 的 等 周 不 等 式 已 应 用 到 极 小 曲面 理论 。 例 
如 Barbosa 和 do Carmol(1，2，3) 以 及 Spruck(1) 关 于 稳定 
性 的 工作 依赖 于 极 小 曲面 在 〈 产 义 ) 高 斯 贞 射 下 的 像 的 等 周 
不 等 式 。 

一 个 著名 的 猜想 是 吉 典 的 等 周 不 等 式 L’ 之 4xA 对 于 EE? 
中 的 极 小 曲面 上 的 任意 区 域 也 应 该 成 立 ， 其 中 A 是 区 域 的 面 
积 ， 而 荆 是 边界 的 长 度 。 坦 到 最 近 仅 仅 知道 由 单条 约 当 曲 
线 所 围 成 的 定向 区 域 是 成 立 的 。 (新 的 更 简单 的 证 明 已 出 
Chakerian(1) 和 Chavel(1) 给 出 )， 然 后 ， 对 于 双 连 通 的 区 
域 也 得 到 了 证 明 ， 首 先 出 Ossermaxm 和 Schiffer(1) 证 明了 Es 
的 情形 ， 然 后 Feinberg(1) 证 明了 一 般 的 情形 。 从 这 些 可 以 
推出 对 极 小 麦 比 乌 斯 带 也 成 立 (Osserman[13)) 。 除 非 加 
上 一 些 附 加 的 假设 ， 对 极 小 曲面 上 任意 拓扑 型 的 区 域 的 精确 
的 等 周 不 等 式 仍然 不 知道 。( 见 Li，SChoet 和 Yau(1)， 那 
有 一些 仿生 ) 于 丧 细 9 讨论 可 大 Nitsche 了)， 8328 和 
Osserman[ EE}, 8 4。 ， 

4. 完备 极 小 曲面 

近年 来 最 引 人 注 目的 结果 之 一 是 Xavier(1} 的 一 个 定 
于， 这 个 定 再 填补 了 定理 8 .2 和 定理 8_3 之 间 的 空 险 ， 赣 对 于 
回答 第 74 丰 的 问题 前 进 了 一 大 步 。Xavier 所 证 明 的 事实 是 ， 
E* 中 非 平坦 的 完备 极 小 曲面 的 法 方向 最 多 能 不 取 6 个 方 沿 。 
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定理 证 明 的 方法 与 定理 8.2 的 证 明 很 不 一 样 。 还 看 不 出 来 可 
以 将 不 取 的 方向 的 个 数 缩减 到 4 。 出 定理 8.3 知道 4 是 可 能 
最 佳 的 数 ， 因 此 ， 确 定 E: 中 非 平坦 完备 极 小 曲面 的 法 方 问 
能 不 到 的 方向 的 精确 个 数 仍然 是 个 末 解 的 问题 ," 

Xavier 的 定理 表示 了 Bernstein 定理 《定理 5,1 的 推论 
1 ) 的 很 强 的 推广 。 Bernstein 定理 在 不 同方 和 的 二 个 推广 
也 已 得 到 证 明 。 一 个 是 前 面 讨论 过 的 关于 完备 的 整体 稳定 的 
极 小 曲面 的 定理 。 男 一 个 是 Schoen 和 Simont 2 ] 的 一 个 定 
理 。 他 们 用 面条 增长 率 的 假设 来 代替 高 斯 映射 的 条 件 或 稳定 
性 条 件 。 明 确 地 说 ， 他 们 证 明了 下 述 定理 ， 设 S 为 嵌入 在 下 * 
中 的 单 连通 完备 极 小 曲面 。 对 S 上 的 某 个 定点 P， 用 Se(v) 记 
5 与 以 P 为 心 z 为 半径 的 球 相交 的 部 份 。 设 A(r) 为 Sp(?) 的 面 
积 ， 如 果 A(r)< 过 Mr?， 对 某 一 管 数 M， 则 5 必须 是 平面 。 利 
用 非 参 数 极 小 曲面 的 面积 最 小 性 质 站 县 将 5 (7) 和 半径 为 f 的 
球面 上 具有 相 河 边界 的 区 域 的 面积 加 以 比较 ， 容 易 看 到 经 典 
的 Bernstein 定 理 是 Schoen 一 Simon 定 理 的 推论 。 

一 个 激动 人 心 的 发 展 是 发 现 了 二 百 多 年 来 第 一 个 新 的 具 
有 有 限 亏 格 的 完备 的 能 入 极 小 曲面 。 以 前 仅 知 道 的 例子 是 平 
面 ， 野 链 面 和 螺旋 面 。Jofrge 和 Meeks 的 一 篇 文章 〔1] 研究 
了 产生 完备 的 柑 入 极 小 曲面 的 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 
表示 所 需要 的 必要 条 件 。 利 用 他 们 的 条 件 ，Costa(1) 证 明 在 
维尔 斯 特 拉 斯 袁 示 (8.2) ， (8.6) 中 存在 一 个 常数 C 使 得 
选取 f= 二 p，g=c/p ， 其 中 p 是 单位 下 方形 上 的 维尔 斯 特 拉 
斯 椭 园 P 函 数 ， 就 能 产生 EE 中 亏 格 为 1 的 完备 极 小 曲面 ， 这 


Costa 曲面 的 漂亮 的 图 形 ， 从 图 形 清楚 地 看 到 Costa 地 面 是 


* 最近 ， 此 问题 已 由 Fuji Moto 完 全 解决 一 译注 。 
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嵌入 曲面 。〈 见 Peterson[1])。Hoffman 和 Meeks[1) 给 出 
撕 入 性 的 解析 证 明 。 随 后 Hoffman 和 Meeks[ 2 ) 找 到 每 一 个 
所 格 的 完备 拣 入 极 小 曲面 。 

回 到 法 向量 的 分 布 问 题 。 我 们 注意 到 Gackstatterfl)] 证 
明了 EE? 中 的 非 平面 的 完备 阿 贝 尔 (Abel) 极 小 曲面 的 法 向 
量 至 多 不 取 4 个 方向 。 完 备 的 阿 贝尔 极 小 曲面 是 具有 有 限 全 
曲率 的 完备 极 小 贡 面 的 推广 。 对 于 阿 贝尔 曲面 ,(4.6) 的 函数 
gx 可 以 扩充 为 一 个 紧 敏 黎 曼 面 上 的 半 纯 函数 ,但 xx 一 Reye， 
不 一 定单 值 。 申 于 定理 8.3 中 的 曲面 都 是 阿 册 尔 曲 面 ， 所 以 
Gackatatter 定 理 中 的 “4” 是 最 佳 的 。 

最 后 关于 三 ”中 具有 有 限 全 曲率 的 完备 极 小 曲面 的 更 进 
一 步 结 果 ， 请 看 下 列 文章 ，Meeks[3)] , Jorge 和 Meeks[1)， 
Gulliver[3 以 及 Gulliver 狂 Lawson[1)]。 

E* 中 的 完备 极 小 曲面 也 有 许多 作者 研究 过 。 在 新 近 的 
结果 中 ， 我 们 注意 下 面 的 事情 。 本 

Gackstatter(2) 研究 了 正 * 中 具有 有 限 全 曲率 的 完备 极 
小 曲面 3 上 的 各 种 最 之 间 的 关系 。 今 m 为 E" 和 包含 S 的 最 小 仿 
射 子 空间 的 维 数 ，k 为 S 的 边界 点 的 个 数 ，g 是 S 的 亏 格 ， 则 
3 的 全 寺 率 适合 


|kKaA<Ge-m-k-， &) A 
S 


这 个 结果 补充 了 定理 9.3 中 的 不 等 式 (9.22》， 它 对 于 Es 和 了。 

都 成 立 (Chern 和 Osserman(1)), 将 这 两 个 结果 结合 起 来 ， 

可 以 证 明 下 列 的 结果 (定理 9.4 的 补充 ) .如果 1KdA= 一 4x ， 

则 > 或 者 是 单 连通 的 及 m 委 6 ， 或 者 S 是 双 连 通 的 (g= 0 ， 

k 一 2) 是 m 亿 5。 这 个 定理 首先 是 由 C.C.,Chen(3) 用 其 它 方 
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法 证 明 的 。 事 实 上 上 ， 我 们 可 以 完全 刻 划 全 曲率 为 一 4 的 曲 
面 (Hoffman 加 Osserman(1)) ， 双 连通 的 曲面 是 特别 有 趣 
的 .它们 是 一 种 广义 的 二 链 面 .其 意思 如 下 ， 这 种 曲面 由 一 单 
参数 的 椭圆 (或 网) 族 所 生成 ， 而 这 族 棋 圆 是 所 有 有 固定 方向 
的 超 平面 与 曲面 的 交 线 。 与 此 有 关 ,我 们 注意 已 .C,Chen(2] 
的 男 一 个 结果 ， 在 EE 中 等 距 于 悬 链 面 的 极 小 曲面 5 其 本 身 就 
是 在 一 个 三 维 仿 射 子 空间 内 的 基 链 面 。 

最 后 注意 开 侈 曲 府 为 一 2 的 完备 极 小 曲面 有 非常 简单 
的 特征 ， 令 (z，w) 为 Gd 的 坐 祭 ， 对 每 个 实数 C>0， 函 数 
w==cz? 的 图 代表 了 E: 中 全 曲率 为 一 2x 的 极 小 曲面 。E "中 全 
曲率 为 一 2r 的 完备 极 小 曲面 均 处 在 一 个 4 维 的 仿 射 子 空间 内 
莫 且 合同 于 上 述 曲 面 的 某 一 个 。 这 个 定理 是 C,C.Chen( 3】 
的 一 定理 的 稍稍 改进 。 更 进一步 的 结果 可 看 Hoffman 和 
Osserman[!1)。 

上 述 刻 旭 全 册 率 为 一 2x 和 一 4 的 完备 极 小 曲面 的 结果 
也 可 以 从 刻 划 亏 格 为 零 节 具有 给 定 全 曲率 的 完备 极 小 曲面 的 
更 一 般 结 果 推 出 来 〈Hoffman 和 Osserman[1]， 命 题 6.5)。 
特别 ,对 于 亏 格 为 零 的 极 小 曲面 ,我 们 有 一 般 的 构造 。 正 加 在 
第 89 页 上 所 提 到 的 ， 能 够 找到 更 多 的 具有 高 亏 格 的 例子 是 有 
趣 的 。Gackstatter 和 Kunert(1) 证 明 ， 给 定 任意 紧 玖 黎 易 


M， 存 在 点 列 P, ,… ,Ps， 以 及 EE? 中 的 具有 有 限 全 曲率 的 完 
备 极 小 曲面 S，S 由 映射 x(p) ，M 一 E3 确定 ， 其 中 M=M 


一 {PP,,… ,Pi) ,实际 上 ,他 们 的 方法 对 给 定 的 M 给 出 许多 这 
样 的 曲面 ,包括 共 形 不 等 价 的 连续 统 . 剩 下 要 研究 的 事情 是 点 
列 了 ,Ps 能 确定 到 何 种 程度 。( 也 看 Chen 和 Gackstatter 
(1) ,对 于 不 苛 定 向 的 曲面 请 看 Oliveiraf1]) 
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不 放 上 上 有限 全 鹏 率 的 假设 ，Xaviet 的 定理 最 近 册 Chen 
[4] 推 广 到 五 4 而 由 Eujimotof 1 淮 广 到 Es*。Fujimoto 证 明了 
假若 S 为 E* 中 的 完备 极 小 曲面 且 具 有 非 退 化 的 高 斯 映射 g, 则 
g(s) 必须 与 一 般 位 置 的 27 个 以 上 的 超 平面 相交 。Fujimoto 
(2) 以 关于 高 斯 点射 的 Nevanlinna 型 定理 的 形式 卓著 地 推广 
了 所 有 这 些 皮 卡 型 定理 。 

5. 极 小 图 

EE 市 的 极 小 图 的 许多 结果 只 部 份 地 或 根本 没有 推广 到 
高 维 。 

定理 7.2 新 言 对 于 凸 的 平面 区 域 及 任意 一 组 连续 的 边界 
消 数 ， 极 小 曲面 方程 的 解 存在 。 对 于 边界 阔 数 只 有 一 个 的 情 
形 ， 从 下 理 10 .1 可知 解 是 唯一 的 。 但 是 对 一 般 情形 唯一 性 不 
成 立 。 事 实 上 ， 证 使 D 是 单位 圆 插 ， 也 可 以 证 明 ， 在 卫 的 边 
界 上 存在 一 对 实 和 能 析 的 函数 使 得 极 小 曲面 方程 在 D 中 有 三 个 
不 同 的 解 (Lawson 人 iOsserman(1)) 。 

男 一 个 不 能 从 E? 推广 到 下 的 结果 是 Bers 定理 10.2， 
Bers 定理 断言 极 小 有 昌 曾 方程 的 解 不 能 有 估 立 奇 点 。 和 但 是 一 
到 n=4， 就 有 简单 的 反例 ， 例 如 复 函 数 W=1/z 看 成 一 对 两 
个 实 变 量 的 函数 。 然 而 我 们 有 下 列 结 果 (Osserman(12))， 
设 1(x1，x;) 是 极 小 曲面 方程 (2.8) 在 0 <xi 二 xi<ase (对 
某 个 8 ) 中 前 癌 量 值 解 。 假 定 工 的 所 有 分 景 ， 至 多 有 一 个 例 
外 ， 可 及 连续 地 扩充 到 原点 ， 则 可 以 光滑 地 扩充 到 原点 亚 
满足 方程 (2.8) 。 这 个 结果 包含 了 Bers 定 理 以 及 由 责 arvey 
和 Lawsonf1i] 独立 地 证 明 的 下 述 结 果 ， 妨 条 (x1，x;) 在 
x? 十 x?<e :中 连续 落 量 在 0 之 x? 十 XxX? 之 e :中 适合 方程 (2.8) 
则 f 为 整个 问 落 上 的 解 。 

最 后 注意 Simon(?) 推广 了 Nitsche 以 及 de Giorgi 利 
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Stampacchia 的 省 名 的 奇 点 定理 《她 第 98 页 ) ， 他 去 掉 了 例 
外 集 卫 是 D 的 紧 子 集 这 一 假设 。 
6 推 广 

这 中 我 们 将 采用 办 孙 2 的 展 友 斑 且 只 列 蝇 一 些 最 有 关连 
的 结果 。 

E . 上 中 更 广 的 曲面 类 

A， 常 中 曲率 曲面 

关于 常 中 曲率 曲面 的 Plateau 问 题 ， Wente 1 设计 了 一 
条 全 新 的 途径 和 而且 在 Steffen[1，2] 和 Wentel2) 中 作 了 详 
细 说 明 (细节 和 进一步 的 参考 文献 请 见 这 些 文章 ) Wente 的 
方法 在 体积 约束 条 件 下 寻求 面积 的 极 小 化 ,这 与 Heinzf2) 的 
早期 方法 是 不 同 的 ，Heinz 的 方法 是 考虑 事先 给 定 的 平均 曲 
率 的 变 分 问题 。 

定理 8.1 的 类 似 , 已 出 Hoffman,Osserman 利 9choen[1)] 
所 证 明 。 他 们 证 明了 假若 S 为 也? 中 常平 均 曲 率 的 完备 曲面 县 
高 斯 像 在 闭 半 球 内 ， 则 3 为 平面 或 正 圆柱 面 。 完 备 的 常 中 曲 
率 的 旋转 面 的 例 气 说 明 ， 高 斯 像 可 以 在 包 仿 大圆 的 任意 窗 条 
内 。 

由 Ruh(1) 所 观察 到 的 一 个 重要 事实 是 ， 册 面 有 常 中 旧 
率 的 充 要 条 件 为 高 斯 映照 是 调和 映照 。 细 节 和 调和 映照 的 一 
般 再 论 可 看 Eells 和 LemaireC1，2) 《也 参看 下 而 了 中 对 调 
和 映照 作 的 注释 ) 。 

Kenmotsu[1) 得 到 了 常 中 上 曲 兴 曲面 的 才 示 自理 ， 类 似 
于 引 理 8 .1 和 引 2 斯 特 拉 斯 表示 定理 。 他 证 明了 假 
若 g 是 单 连通 区 域 D 到 单位 球面 了 的 调和 上 映照， 则 在 蕊 ?中 存 
在 常 中 草率 曲面 由 分 枝 淄 入 xX，D 一 上 :所 确定 ， 其 中 的 具 
标 为 3S 上 的 等 漫 参 数 ， 而 映射 g 是 浸入 映射 D 一 S 和 高 斯 映 
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射 S 一 的 复合 。 更 为 一 般 地 ， 对 于 ?中 具有 变动 的 中 曲率 
H 的 任意 曲面 ，Kenmotsu 推导 出 一 个 与 中 曲率 H 及 高 斯 观 
射 有 关 的 可 积 性 条 件 交 得 到 一 个 广义 的 维尔 斯 特 拉 斯 均 示 定 
理 。 河 这 个 方向 的 更 进一步 的 结果 请 看 Hoffman 利 
Osserman(4)。 
虽然 有 点 儿 离 题 ， 但 龙 指 出 近年 来 关于 常 中 曲 举 则 面 的 
最 惊人 的 结果 是 Wente[3) 同 答 了 Heinz Hopf 的 一 个 老 问 
题 ， 存 E? 中 是 否 存 在 与 标准 球面 不 同 的 具有 常 中 曲率 的 紧 
致 说 入 曲面 ? Wente 证 明了 存在 这 种 曲面 ， 其 类 型 是 浸入 环 
稳定 性 的 一 些 概念 也 可 以 用 于 常 中 曲率 曲面 。 关 于 这 些 
的 讨论 及 最 近 的 结果 请 看 Barbosa 和 do Carmo[5)，. 
Palmer[1], 以 及 da Silverial!])。 
了 拟 极 小 曲面 
-在 第 137 页 上 妖 虽 的 问题 忆 出 Simon{4) 《和 定理 4.1)》 所 
解决 ,他 证 骨 了 Bernstein 定 理 对 任意 氢 极 小 曲面 仍然 成 立 。 
音 先 提 到 的 Schoen 和 Simon 的 文章 【2 ] 对 拟 极 小 曲面 也 成 
立 ， 在 那里 Bernstein 定理 的 条 件 由 非 参 数 表示 推广 为 面积 
增长 率 的 限制 。Simon 的 另 一 篇 文章 [5 将 Heinz 不 等 式 
(11.7) 和 Bers 定理 10.2 和 11.2 推 广 到 拟 极 小 曲面 ， 那 些 
拟 极 少 曲面 是 所 谓 “ 中 曲率 型 ”方程 的 解 。 这 一 类 方程 比 早 
先 由 Finn(2，4] 以 及 Jenkins 刊 Serrin[1，2)] 所 考虑 过 的 亨 
程 要 广泛 得 多 。 
C， 有限 爹 曲率 的 完 和 曲面 
”White 的 最 近 一 篇 文章 【 3】 证 明了 在 第 9 章 中 关于 完 
备 赐 面 的 高 斯 映射 各 全 喝 率 的 许多 结果 对 更 广泛 的 曲面 也 成 
立 。 既 不 要 假定 极 小 性 也 不 要 假定 任何 局 部 条 件 ， White 重 
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新 证 明 背 扒 广 了 定理 9.1， 窟 理 9.2 和 直 理 9.5。 他 具 假 定 S 
为 忆 * 中 的 完备 曲面 县 满足 条 件 !(2 于 一 民 )d4A< ce 。 他 也 


得 到 了 王 " 中 的 类 似 结果 。 推 广 了 Chern 和 Osserman 的 那些 


A 


让 
汇 


Osserman 的 文章 【14] 证 明了 在 E* 中 出 多 项 式 上 映照 所 
确定 的 曲面 一 定 具 有 有 限 全 曲率 ;假若 明 面 再 是 正则 完备 的 
曲面 ， 则 一 定 共 形 于 平面 。 

1 ， 玉 " 中 的 起 曲面 

A.， 极 小 超 曲 面 

过 去 二 十 华中 主要 进展 之 一 是 >shoen， Simon 和 Yau 的 
文章 【1 ] ， 他 们 得 到 了 逐 点 的 曲率 估计， 将 Heinz 不 等 式 
《11.7) 推广 到 卫 (n<6) 中 的 非 参 数 极 小 超 幅面 。 直 接 的 
推论 是 对 n<6 给 出 了 Bernstein 定理 的 新 证 明 。 更 重要 的 是 
所 采用 的 方法 导致 了 许多 进一步 的 结果 《〈 见 下面 的 WA) 。 
Simon[1，3] 对 原来 的 文章 作 了 许多 改进 。 
参数 Bernstein 定理 8.1 的 高 维 形式 由 Solomon(1) 得 
到 。 事 实 上 ， 他 给 出 了 一 个 有 限 形式 ,类似 于 定理 11.1 
(Osserman[2)) 的 参数 形式 ， 令 M 为 下 * 中 光滑 的 面积 最 
小 的 超 曲 面 。 假 设 M 的 第 一 上 同调 类 为 零 而 且 M 的 高 斯 映像 
不 取 (a 一 1) 维 了 球面 上 某 个 (na 一 3) 维 大 加 的 邻 域 U， 则 存 
在 只 依赖 于 n 和 和 U 的 常数 C 使 得 对 于 M 上 的 任意 点 p 有 
Ki+.…+Ki. ,<e/d’, 


其 中 d 是 点 p 到 M 的 边界 的 距离 ， 而 及 |， 及。 1 是 M 储 p 点 
的 主 曲 率 。 

关于 E"(n 志 7) 中 台 类 极 小 超 曲 面 的 Plateau 问 题 的 解 ， 
Morgan(5) 得 到 了 许多 有 限 性 定理 。 
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在 男 一 个 方 疝 上 上 ，5imon (2 改进 的 de Giorgi 利 
9tampacchia 的 可 去 村 点 定理 对 所 有 维 数 都 成 立 。 

十 述 问题 曾 出 许多 作者 研究 过 ， 给 定 一 个 黎 曙 度量 ， 什 

么 时 候 能 实现 为 卫 " 中 的 极 小 超 曲面 ? 站 a= 一 3 时 曾 由 Ricci 一 

Curbastrof1] 处 理 过 ， 而 对 高 维 的 情形 ，Pinl 和 Ziller (1) 
以 及 Barbosa 和 do carmof4) 曾 研究 过 。 关 于 进 一 步 的 条 件 
以 及 整个 课题 的 宏 论 可 看 Chern 和 Osserman(2)。 ， 

B， 其 它 超 曲 而 

在 二 面 提 和 旬 移 Simon 的 祥 间 【2， 3 ， 他 证 明了 广 
ffeinz 不 等 式 ,Bernsteina 定 理 以 及 de Ci Stampacehis 
定理 对 更 广泛 的 超 曲 刹 均 成 立 。 特 别 ， 他 将 Jenkins(I 关 于 
二 维 的 参数 椭圆 泛 函 的 结果 推广 到 三 维 彰 且 证 明了 如 果 泛 函 
的 被 各 函数 充分 接近 面积 积分 时 ， 则 对 于 相应 的 非 参 数 欧 拉 
一 拉 裕 裔 日 方程 来 说 ， 只 旨 a 芝 x，lHeinz 不 等 式 和 Berstein 
定理 依然 成 立 。 - 

早先 提 到 (6 ，I ，A) 的 Hopf 问题 的 高 维 形式 已 由 
W.Y.Hsiang(3) 作 出 回答 .他 证 明了 对 于 所 有 n 之 3, 存 在 n 维 
球面 到 E"+1 的 具有 常 中 国 率 的 非 标准 漫 入 。(Hopf 证 明 a= ? 
时 不 可 能 发 生 ) 。 

夏 ， :中 的 极 小 获 

一 个 重要 的 突破 是 White 的 文章 【1 】 ， 他 解 .高 维 的 
Plateau 问 题 。 盟 确 地 说 ， 对 4 委 ns7，(n 一 2) 维 球面 到 EE” 
的 任何 光滑 映射 都 可 扩张 为 (n 一 1) 维 球 到 E: 的 Lipschitz 
号 射 ， 使 得 在 所 有 这 样 的 上 映射 中 其 na 一 1 维 面 积 达 到 最 小 。 
实际 上 ， 对 所 有 维 数 n 之 4 ， 从 Lipschitz 映 射 (参数 问题 ) 
所 得 到 的 面积 的 下 全 办 与 用 积分 流 或 奇异 链 所 得 到 的 下 确 界 
是 一 样 的 。 这 个 结果 与 的 情形 有 明显 的 差别 。 例 如 在 EE? 
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的 情形 由 给 定 约 当 曲 线 所 围 成 的 高 亏 格 曲面 的 面积 可 以 比 由 
映射 单位 贺 盘 记得 到 的 参数 (Douglas) 解 的 面积 要 小 得 多 。 

其 它 一 些 最 有 趣 的 结果 与 任意 维 数 和 佘 维 数 的 极 小 图 有 
关 。 E "中 的 m 维 图 由 一 组 函数 xX:=fi(xi,,Xn)， 上 二 m 
十 1,，…, n， 或 用 向 晤 值 函 数 {(x)， 其 中 x= (x1,*… ,Xn), 
一 (fa ,…,f,) 来 确定 ， 相 应 的 子 流 形 在 E 中 为 极 小 的 充 要 
条 件 是 {满足 极 小 曲面 方程 


El 
(9) SD ii of 
teoT=1 OX 19X; 


| 0 , 
3 
其 中 (gii)=(g;;)-!， 而 g =811++ 2 ' 也. 方程 (2.8) 
1 了 


是 上 述 方 称 的 特别 情形 (ms 一 2) ( 见 Osserman[9]， 了 .1099， 
和 (V)) 。 

高 余 维 极 小 能 的 令 人 惊讶 的 结果 之 一 与 犹 利克 雷 问 题 有 
关 。Lawson 和 Osserman[1) 证 明了 在 也 4 中 的 单位 球 的 边界 
上 可 以 给 出 三 个 二 次 多 项 式 使 得 它们 不 能 为 极 小 曲面 方程 组 
的 任何 球 内 解 的 边界 值 。 因 此 定理 7.2 对 维 数 为 4， 余 维 数 
为 3 的 情形 不 成 立 ， 而 定理 7,2 对 于 维 数 为 2 而 任意 余 维 数 
以 及 任意 维 数 而 余 维 数 为 1 的 情形 是 成 立 的 。 在 同一 篇 文章 
中 的 另 一 个 结果 是 存在 一 个 明确 给 定 的 维 数 为 4， 余 维 数 为 
3 的 极 小 锥 ， 这 个 锥 除 原点 外 处 处 适合 极 小 幅面 方程 组 ， 在 
原点 连续 但 有 一 个 不 可 去 奇 点 。 

关于 任意 维 数 和 余 维 数 的 Bernstein 型 定理 已 出 
Hildebrandt，jost 和 Widman(1) 给 出 。 今 f(x) 为 极 小 曲面 
方程 ( 北 ) 在 整个 "上 的 解 。 假 设 存在 一 个 数 Bo 之 1/cosr 
(x/2YRKRp )， 其 中 p= 二 min(m，n 一 m) 而 当 n 二 m 十 1 时 ， 


1 
K=]， n>m 十 I 时 ，KK==?。 使得 |det(g1;)| 人 <B。 处 
| 139 


处 成 立 ， 则 1 的 所 有 分 景 f; 均 是 x;,… ,xs 的 线性 函数 。 

汰 此 只 要 梯度 具有 适当 的 上 界 则 整体 解 只 能 是 仿 射 子 空 
间 。 对 于 超 曲 面 a=m 十 1 的 情形 ， 上 述 条 件 变 为 函数 { 的 柳 
度 的 一 致 上 界 条 件 ， 此 结论 就 是 Moser( 了 的 定理 。 

在 研究 高 维和 高 余 维 的 极 小 子 流 形 时 ， 一 个 困难 是 缺少 
例子 。 在 这 方面 Harvey 和 Lawson(T，3) 的 最 近 工 作 是 特 
别 有 意 思 的 ， 他 们 证 明了 可 以 用 某 一 类 闭 微分 形式 来 挑选 欧 

空间 中 的 子 流 形 ， 而 这 些 子 流 形 在 它们 的 同调 类 中 达到 面 
积 最 小 。 他 们 构造 的 一 类 特殊 情形 是 人 " 中 的 及 ahler 子 流 
形 , 这 里 将 Cf" 看 作 E“。 他 们 也 给 出 了 一 些 别 的 明显 的 例子 
以 及 这 些 例子 必须 适合 的 偏 微分 方程 。 作 为 特殊 情形 ， 他 们 
重新 得 到 前 面 提 过 的 Lawson 和 Osserman 的 极 小 锥 ， 这 个 锥 
不 仅 是 极 小 曲面 方程 的 解 ， 而 愉 相 对 于 它 的 边界 其 面积 达到 
绝对 极 小 。 . 

对 于 面积 绝对 极 小 的 子 流 形 ( 或 更 一 般 地 ， 对 积分 流 )， 
Almgren(4) 证 明了 人 信 长 期 探求 的 精确 的 等 周 不 等 式 ; 其 
等 周 常数 与 同 维 欧 氏 空间 的 开 子 集 的 等 周 常数 相同 。 

关于 完备 的 极 小 子 流 形 ， 最 近 Anmdersont[3] 作 子 一 些 要 
紧 的 工作 。 他 把 关于 具有 有 限 全 曲率 的 完备 极 小 曲面 的 结构 
及 高 斯 映射 的 主要 定理 推广 到 任意 维 数 和 余 维 数 的 极 小 子 流 
形 ， 我 们 在 第 9 章 对 瑟 ? 中 的 曲面 证 明了 这 些 定理 和 而 王 趾 
Chern 和 Osserman(1) 推 广 到 EE" 中 网 曲面 。 本 

玉 ， 柳 曼 流 形 的 极 小 子 菊 

从 欧 氏 空间 转向 更 一 般 的 黎 曼 空间 作为 外 围 空间 ， 无 颖 
代表 了 近年 来 的 最 活跃 的 邻 域 。 主 要 区 别 之 一 是 在 黎 曙 流 形 
中 允许 有 紧 致 的 极 小 子 流 形 。 我 们 只 能 从 类 晤 的 成 果 中 选择 
一 小 部 份 。 
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A. 存在 性 定理 

将 几何 测度 论 方法 (特别 Almgren[1]) 和 Schoen, 
Simon 和 Yau(1) 的 方法 结合 在 一 起 ，Pitts(1) 得 到 了 最 引 人 
注目 的 一 般 的 存在 性 定理 ， 包 括 下 述 定 理 ， 令 M 为 C: 类 1 维 
紧 致 得 受 流 形 ， 其 中 3 帮 0 才 6，5 志 KK 所 oo。 在 M 中 存在 Cr-! 
类 的 非 空 的 嵌入 紧 致 极 小 超 曲面 。Schoen 利 Simon[1) 采 用 
稍为 不 同 的 方法 可 以 把 Pitts 的 结果 推广 到 nmn<7， 水 旦 对 任 
意 维 数 的 稳定 的 极 小 超 曲 面 证 明了 一 个 重要 的 正则 性 定理 。 
在 这 两 篇 文章 中 ,稳定 性 均 起 了 基本 的 作用 ,正如 在 Schoen， 
Simon 和 Yau[1) 文章 中 一 样 ， 许 多 部 份 可 以 应 用 到 任意 黎 
曼 流 形 的 稳定 极 小 超 曲面 。 

还 有 许多 更 特殊 但 非常 重要 的 存在 性 定理 。 在 这 些 定理 
中 ,我 们 注意 到 Lawsonf6) 的 定理 ,在 3 维 球 中 存在 任意 亏 格 
的 紧 致 极 小 曲面 。 他 还 证 明了 一 个 与 Sacks 和 Uhlenbeck{1) 
的 结果 相对 应 的 定理 ， 在 一 大 类 黎 曼 流 形 中 存在 拓扑 章 为 二 
维 球面 的 广义 极 小 曲面 。Sacks 和 Uhlenbeck 的 后 一 篇 文 总 

C22 证 明了 高 亏 格 的 紧 致 曲面 的 极 小 漫 入 的 存在 性 。 类 似 

性 质 的 结果 也 已 由 Schoen 和 和 Yau(1) 得 到 逆 应 用 于 三 维 流 形 
的 研究 \ 遇 下 面 的 Y .A.B) 。 

B. 常 曲 染 空 间 中 的 极 小 曲面 。 

球面 上 的 极 小 曲面 继续 得 到 广泛 地 研 客 8。 关于 这 些 研 究 
的 新 近 结 果 以 及 早期 工作 的 参考 文献 ;请 看 文章 Barbosa[1] 
和 Fischer 一 Colbrie(1)。 也 有 一 些 工 作 讨 论 双 曲 空 间 和 和 紧 
致 平坦 流 形 中 的 极 小 曲面 。 可 以 参看 Meeks(1，2)]， 
Micallef (2) 以 及 Nagano 和 Smyth(1); 这 些 文章 中 还 有 更 
多 的 参考 资料 。 

在 上 面 的 这 些 课 题 中 ， 我 们 提出 下 列 结果 ， 


a) 类 似 于 和 定理 8.1 和 定理 8.2 的 结果 ， 球 面 上 的 紧 致 极 
小 子 流 形 ， 如 果 法 向 量 不 取 足 够 大 的 集合 则 它 必须 是 一 个 低 
维 的 大 奈 。 这 种 类 型 的 第 一 个 结果 是 Simonsf 1 得 到 的 ;至 
今 最 好 的 结果 以 及 早期 工作 的 参考 资料 可 在 Fischer 一 
Colbrie(1) 中 找到 。 

b) 稳定 性 ， 第 一 个 结果 也 是 由 Simons(1) 得 到 ， 然 后 
由 Lawson 和 Simons(1) 得 到 。 我 们 特别 注意 如 下 事实 :在 
标准 球面 上 不 存在 稳定 的 紧 致 极 小 子 流 形 。Barbosa 一 do 
Carmo[1) 的 定理 已 有 许多 作者 加 以 推广 ， 特 别 是 Barbosa 
和 do Carmol2，3)，Mori(1)， 以 及 Hoffman 和 Osserman 
(2)。 关 于 稳定 性 方面 的 更 详尽 的 概述 ， 可 以 看 do Carmo 
(IJ)。 在 下 面 的 了 中 我 们 要 给 出 有 关 稳 定性 的 许多 应 用 。 

c) “球面 Bernstein 问 题 "，Hsiang[4) 证 明了 对 mn=4， 
5，6， 在 3" 中 存在 与 大 球 不 同 的 极 小 嵌入 的 超 球 。 

C. 具有 极 小 叶片 的 时 状 结构 

极 小 曲面 以 令 人 惊讶 的 方式 成 为 叶 状 结构 的 叶片 。 特 别 
有 许多 新 近 的 文章 讨论 了 如 何 刻 划 具 有 下 述 性 质 的 叶 状 结 
构 ， 存 在 一 个 黎 曼 度量 使 得 给 定 的 叶 状 结构 的 时 片 均 为 极 小 
子 流 形 〈 请 看 Rummler(1]，9Sullivana(1]， Haefinger{1) 
以 及 Harvey 和 Lawson[4]) . 、 

YY. 极 小 曲面 的 应 用 

近年 来 极 小 曲面 理论 已 经 用 于 解决 其 它 数学 分 枝 的 许多 
重要 问题 。 这 里 我 们 举 几 个 例子 。 

A. 拓扑 学 

Meeks 和 Yau 的 一 系列 文章 【1 一 5] 说 明 如 何 恰当 地 利 
用 歼 曼 流 形 上 的 Plateau 问题 的 解 以 得 到 具有 纯粹 拓扑 性 质 
的 重要 推论 。 最 引 大 注 且 的 例子 是 拓扑 中 所 谓 Smith 猜 想 的 
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解决 。 其 证 明 是 把 一 系列 的 工作 结合 在 一 起 ，Meeks 和 Yau 
的 工作 是 其 中 的 一 部 份 。 在 新 近 文 章 中 。Meeks，Simon 和 
You(1) 用 类 似 的 方法 得 到 了 关于 三 维 流 形 的 其 他 一 些 纯 拓 
扑 的 结果 。 

在 稍为 不 同 的 方向 上 ，Schoen 和 Yau[1，2] 利用 某 类 
面积 最 小 曲面 的 存在 性 得 到 在 给 定 流 形 上 具有 正 标量 曲率 的 
敢 曼 度量 的 存在 性 的 拓扑 障碍 。 在 证 明 中 极 小 曲面 的 稳定 性 
起 了 重要 的 作用 。 更 近 一 些 ，Gromov 和 Lawsonf{1) 采 取 稍 
稍 不 同 的 方式 利用 稳定 极 小 曲面 来 研究 标量 曲率 具有 各 种 条 
件 的 度量 的 存在 性 问题 。 反 过 来 利用 那些 结果 又 可 推出 在 标 
基 曲 率 具 有 下 界 的 流 形 上 ， 稳 定 的 极 小 超 曲 面 的 拓扑 性 质 。 
1.D .Moorel1) 利 用 稳定 的 极 小 二 维 球 的 存在 性 推导 出 间 伦 
论 方面 的 结果 。Lawson 和 Simons{1) 及 Aminov (1) 得 到 了 
有 类 似 性 质 的 一 些 结果 。 还 有 Hass(1，3) 和 Nakauchi(1) 也 
给 出 了 极 小 曲面 对 招 扑 学 的 其 它 一 些 应 用 。 

B. 相对 论 

Schoen 和 Yauf(3, 4) 通过 很 精细 的 论证 解决 了 相对 论 
中 一 个 熟知 的 猜想 一 “ 正 质 量 猜想 ”， 所 采用 的 方法 基本 上 
是 以 上 提 到 的 文章 中 的 方法 的 推广 。 利 用 这 些 文章 中 的 方法 
他 们 后 来 得 到 了 黑 润 存在 性 的 一 个 数学 证 明 (Schoen 和 Yau 
(5))。 

Frankel 和 Galloway[(1) 给 出 了 对 相对 论 的 另外 一 些 应 
用 。 

C， 几何 不 等 式 

令 C 为 下 中 的 约 当 曲线 站 设 B 为 闭 集 且 与 曲线 C 环绕 。 

( 当 n= 3 时 ，B 可 为 另 一 条 闭 曲线 ) Gehring 提出 下 述 问 
题 ， 如 果 B 和 C 的 距离 为 r， 试 证 明 C 的 长 度 L 适 合 L 关 2rr， 
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这 个 不 等 式 已 有 儿 个 证 明 ， 包 括 Osserman(13) 给 出 的 一 个 
证 明 。 这 个 证 明 利 用 了 关于 曲线 C 的 Plateau 问 题 的 解 以 及 在 
所 得 到 的 被 小 曲面 上 的 等 周 不 等 式 。 在 那 篇 文章 中 指出 了 同 
样 的 证 明 方 法 可 以 对 所 有 维 数 产 生 类 似 的 结论 ， 只 要 有 了 
Plateau 问题 的 参数 解 以 及 在 所 得 到 的 曲面 上 的 精确 的 等 周 
不 等 式 .但 在 那 时 这 两 方面 的 结果 都 没有 ,然而 后 来 也 相应 地 
由 White(1) 和 Almgren(4) 所 证 明 。 顺 便 提 一 下 ，Bom bieri 
和 Simon(1) 也 得 到 了 Gehring 不 等 式 的 一 个 不 同 的 证 明 。 
他 们 也 利用 了 极 小 曲面 以 及 由 Gage(1) 所 给 出 的 一 个 结果 的 
加 强 形 式 。 接着 ,GromoY(1),P106 得 到 了 Gehring 不 等 式 的 
推广 ， 他 给 出 了 处 理 整 类 几何 不 等 式 的 新 途径 。 在 Gromov 
的 论证 中 广义 Plateau 问 题 的 解 是 基本 的 。 

页 。 调和 映照 

近年 来 调和 了 喘 照 也 越 来 越 显得 重 时 。 调 和 有 贞 照 与 极 小 曲 
面 有 许多 关连。 首先 ， 调 和 喘 照 是 直接 的 推广 。 事 实 上 ， 如 
果 上 映照 f{，M 一 N 是 一 个 歼 曼 流 形 到 男 一 个 黎 曼 流 形 的 等 距 浸 
入 ， 则 {为 调和 映照 的 充 要 条 件 是 1f(M) 为 N 的 极 小 子 流 形 。 
当 M 是 二 维 流 形 时 ，f 即 使 是 共 形 映照 , 上 述 结论 仍然 成 立 。 
稍为 更 广 一 些 ，Hoffman 和 Qsserman[2) 证 明 ; 设 f。M 一 NN 
为 共 形 映照 ， 其 共 形 因子 p 是 一 个 光滑 的 非 负 函 数 而 且 除 了 
一 个 零 测 集 外 均 有 p>> 0 ， 则 当 M 的 维 数 等 于 2 时 ，f{ 调和 的 
充 要 条 件 是 人 COMJ) 为 N 中 的 广义 极 省 子 流 形 ， 也 就 是 说 革 是 一 
个 使 得 中 曲率 几乎 处 处 为 堆 的 漫 入 ， 当 M 的 维 数 大 于 2， 则 上 
调和 的 充 要 条 件 是 1 为 同形 映照 (f 在 M 的 每 个 连通 分 支 上 为 
常数 ) 弛 日 {(M) 是 六 的 极 小 子 流 形 。 
中 。 设 M 的 维 数 为 2 则 在 MI 上 可 以 选取 局 部 等 温 参 数 4 1 ,4;， 
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这 样 映 照 { 就 可 表示 成 入 (ui， us) 其 中 x 一 (zl， … ah) 。 
像 (4.6) 那样 ， 我 们 可 以 构造 而 数 pr(5) 一 部 一 i133 汪 闻 


定义 9(6)= 立 pt(5)。 如 果 f 是 调和 映照 则 9 是 个 全 纯 函 
数 , (看 Chern 和 Goldberg(1), $5,Sacks 和 Uhlenbeck[(1),， 
命题 1.5 以 及 T.K.Milnor(1)) ， 更 进一步 随 着 等 温 参数 
的 改变 ， 的 变化 规律 如 同一 个 二 次 微分 p(t)dt? 的 系数 。 
作为 推论 ， 如 果 M 为 标准 的 二 维 球面 5 则 可 捧 出 g(t)=0。 
但 这 正好 说 明 映 照 f 为 共 形 映照 。 由 于 共 形 蜡 照 的 像 是 极 小 
曲面 因此 可 知 任 意 调和 映照 f， ”一 的 像 是 中 的 要 小 出 而 
(Chern 和 Goldberg(1]， 命 题 5 .1) 。 

在 洞 和 映照 和 极 小 曲面 之 间 的 劝 一 关系 是 ， 映照 {;:M 
一 N 为 调和 了 映 昧 的 充 要 条 件 是 f 的 图 在 M x NN 中 极 小 - Pelle 
(DD)) 

我 们 也 注意 到 如 果 一 个 时 类 结构 是 采 黎 曼 当 上 f， MN 
所 决定 的 , 则 {为 调和 映照 的 充 要 条 件 是 叶片 在 M 中 为 极 小 。 

〈《 见 Eells 和 Sampson(1)。 有 关 的 结果 也 参看 Kamber 和 

Tondeur (1))。 

最 后 我 们 要 注意 Ruh 和 Vilms(1) 的 基本 定理 ， 设 M 为 
下 的 子 流 形 则 M 到 格拉 斯 曼 流 形 的 广义 高 斯 映照 g 为 调和 了 映 
照 的 充 要 条 件 是 M 具 有 平行 中 曲率 。 特 别 芳 M 为 极 小 子 流 形 
则 g 为 调和 了 映照 。 

要 进一步 了 解 有 关 调 和 映照 的 基本 事实 及 参考 文献 ， 可 
以 看 Eells 和 Sampson[1) 以 及 Eells 和 Lemaire[1]。 

近来 调和 映照 已 有 了 许多 重要 的 应 用 。 其 中 我 们 提 及 下 
列 结果 ， 

A， 了 ildebrandt，Jost 和 Widman[i] 证 明了 调和 吻 昭 
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的 Liouville 型 定理 ， 然 后 通过 Ruh 一 Vilms 的 定理 应 用 于 高 
斯 映照 ， 他 们 得 到 了 任意 维 数 和 余 维 数 的 Bernstein 型 定理 
( 见 前 而 于) 。 

B.、 Sacks 和 Uhlenbeck(1，2)， 证 明了 调和 映照 的 存 
在 性 定理 ， 再 加 上 有 关 共 形 结 构 的 论证 推出 共 形 调和 映照 是 
一 个 极 小 曲面 。 : . 

C. 近来 物理 学 家 已 经 研究 调和 映照 .( 见 Misner(1)， 
讨论 了 调和 映照 与 物理 模式 之 间 的 关联 ) .特别 有 许多 物理 学 
家 研究 如 何 刻 划 由 标准 二 维 球 S ?到 复 投影 空间 人 Ps 的 所 有 调 
和 映照 ( 见 Din 和 Zakrzewski[1，2) 及 Glaset 和 Storal1)》, 
借助 于 上 述 结果 可 知 所 有 这 些 上 映照 都 是 共 形 喘 照 ， 因 此 问题 
等 价 于 找 出 qP" 中 的 所 有 极 小 的 二 维 球面 ,Eells 各 Wood[1) 
部 份 地 受到 物理 学 家 的 工作 的 启发 ， 得 到 了 一 奖 紧 致 敢 曼 
面 ， 包 括 球 面 ， 到 CP* 的 调和 映照 的 完全 分 类 。Chern 种 
Wolfson(1) 用 不 同和 的 途径 解决 了 问 一 问题 。 
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